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1. Einfiihrung

Einer der vielen Bediirfnisse der Menschheit war schon seit je her, Knoten jeglicher
Art moglichst ,, glinstig® miteinander zu verbinden. Dabei hingen die Moglichkeiten
der Verbindungen und die Definition von ,, giinstig* natiirlich von der Art der Knoten
und den gegebenen Umsténden ab. Ein Klasse von Beispielen sind Transportnetze fiir
Autos (also Straflen), Pakete, Strom, Daten, etc. Wir befassen uns in dieser Arbeit
mit einer gegebenen Menge S von Punkten in der Ebene, die als Knoten dienen,
und suchen Strecken, sodass es zwischen jeweils zwei Punkten aus S eine Verbindung
gibt. Wahlt man als Kosten die Gesamtlédnge der Strecken beziiglich der euklidischen
Norm und verlangt, dass die Verbindung zwischen jeweils zwei Punkten nicht langer
als der euklidische Abstand der Punkte ist, so gibt es nur eine (,,sinnvolle®) Losung,
namlich den vollstédndigen Graphen. Allerdings ist seine Gesamtldnge — d. h. die
aufsummierte Léange seiner Kanten — sehr groff. Ist man an Graphen interessiert, die
alle Punkte aus S verbinden, aber eine geringere Gesamtlénge als der vollstédndige
Graph haben, so muss man folglich in Kauf nehmen, dass die Lénge der Verbindung
zwischen zwei Punkten nicht mehr minimal ist. In diesem Bereich gibt es bereits
eine Vielzahl von Untersuchungen und Resultaten, als Beispiel seien die t-Spanner
erwahnt. Bei ihnen wird gefordert, dass es zwischen je zwei Punkten aus S eine
Verbindung gibt, die hochstens t Mal so lang ist wie der Abstand beider Punkte.

Verwendet man statt der euklidischen Norm die /;-Norm (auch Manhattan-Norm ge-
nannt) und erlaubt nur horizontale und vertikale Strecken, so &ndert sich die Lage.
Jetzt gibt es im Allgemeinen unendlich viele Mengen von Strecken, die alle Punkte
aus S paarweise miteinander verbinden, wobei die Lénge der Verbindungen gerade
der Manhattan-Abstand der jeweiligen Punkte ist. Diese Mengen heiflen Manhattan-
Netzwerke (fiir eine exakte Definition siche Kapitel 3). Manhattan-Netzwerke sind
also ,,1-Spanner“, wenn man die /;-Norm verwendet und sich auf horizontale und ver-
tikale Strecken beschréankt. Eine Verbindung zwischen zwei Punkten, deren Lénge
gerade der Manhattan-Abstand der beiden Punkte ist, heifit Manhattan- Weg. Unter
allen Manhattan-Netzwerken beziiglich einer festen Menge S interessiert man sich
natiirlich besonders fiir diejenigen, deren Gesamtlinge minimal ist. Die Gesamtlin-
ge stellt namlich oft ein Maf fiir die Kosten dar. Manhattan-Netzwerke, die diese
Eigenschaft erfiillen, heilen minimale Manhattan-Netzwerke.
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Interessant sind minimale Manhattan-Netzwerke in der praktischen Anwendung im-
mer dann, wenn nur horizontale und vertikale Strecken als Verbindung zwischen
Punkten moglich sind. Dabei konnen selbstversténdlich noch weitere Nebenbedin-
gungen gelten, die zusétzlich beachtet werden miissen. Das Problem wird — wie fast
alle theoretischen Probleme — im Allgemeinen nicht in seiner ,reinen“ Form auftre-
ten. In diesem Fall muss das Problem geeignet transformiert oder modifiziert werden.
Ideal ist natiirlich, wenn man es direkt auf das Problem in ,Reinform® reduzieren
kann. Die Artikel, die sich bis jetzt mit Manhattan-Netzwerken beschéftigt haben,
fithren als mogliches Einsatzgebiet meistens recht vage den Entwurf von Schaltun-
gen (Stichwort VLSI) an. Eine weitere potentiell mégliche Anwendung wére, wenn
auf einer bestehenden Infrastruktur (z. B. den Straflen von Manhattan) gewisse
Punkte jeweils auf einem der kiirzesten Wege miteinander verbunden werden sollen
(z. B. durch Leitsysteme, Beleuchtung, etc.), wobei die Gesamtlange der Wege mog-
lichst klein sein soll. Hier wiirde wahrscheinlich der Broadway eine Nebenbedingung
darstellen. Eine Anwendung aus der Biologie liefert [LAPO03]. Grob gesagt geht es
darum, zwei Gensequenzen durch Einfiigen oder Auslassen von Basen ineinander zu
tiberfithren (Stichwort minimale Editierdistanz). Dabei werden minimale Manhat-
tan-Netzwerke approximiert, um die ,realistischen* Editierpfade einzugrenzen. Die
Punkte entsprechen dabei Paaren von sehr dhnlichen Teilstiicken der beiden Sequen-
zen, die mit einer anderen Methode gefunden wurden. Allerdings miissen nicht alle
Paare von Punkten miteinander verbunden werden. Auch hier ist das Problem also
modifiziert. Fiir genauere Informationen sei auf den angegebenen Artikel verwiesen.

Im zweiten Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick dariiber, welche Arbeiten sich
bereits mit (minimalen) Manhattan-Netzwerken beschéftigt haben und welche Er-
gebnisse dabei erzielt wurden.

Im dritten Kapitel definieren wir (minimale) Manhattan-Netzwerke. Zu diesem
Zweck benétigen wir eine ganze Reihe von weiteren Begriffen, die wir ebenfalls
einfithren. Danach machen und beweisen wir einige grundséatzliche Aussagen iiber
(minimale) Manhattan-Netzwerke. Diese Aussagen sind zwar allgemein bekannt, al-
lerdings gibt es in den bisherigen Veroffentlichungen keinen mathematisch sauberen
Beweis. Am Ende des Kapitels wird noch kurz wiedergegeben, was man iiber die
Komplexitiat des Problems , finde ein minimales Manhattan-Netzwerk® weif3.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit einem Teilproblem, welches in dem Algorith-
mus aus [BWWO04a] auftritt. Dieser approximiert minimale Manhattan-Netzwerke
mit einem Approximationsfaktor von 3, wobei seine Laufzeit in O(nlogn) liegt. Wir
beschreiben das Teilproblem und geben einen Algorithmus an, der es 16st. Den Grof3-
teil des Kapitels nimmt der Beweis ein, dass der Algorithmus eine korrekte Losung
liefert. Danach entwickeln wir — aufeinander aufbauend — zwei Implementierungen
unseres Algorithmus. Die Laufzeit der ersten Implementierung liegt in O(nlogn),
die Laufzeit der zweiten sogar in O(n).

Im fiinften Kapitel zeigen wir, dass der Algorithmus aus [BWWO04a], mit dem sich
schon das vorherige Kapitel beschéftigt hat, sogar eine Faktor-2-Approximation lie-
fert, wenn die Eingabe eine Hillenmenge ist (siehe Definition in Kapitel 3). Zum Ver-
standnis dieses Kapitels ist eine sehr gute Vertrautheit mit dem Artikel [BWWO04a]
unbedingt notwendig, da wir grofle Teile der dort gemachten Definitionen und Aus-
sagen direkt iibernehmen.
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In diesem Kapitel stellen wir die Arbeiten vor, die sich bisher mit (minimalen) Man-
hattan-Netzwerken beschéftigt haben. In allen Arbeiten werden Approximations-
algorithmen fiir minimale Manhattan-Netzwerke entwickelt. Wir beleuchten kurz die
prinzipielle Herangehensweise fiir jeden dieser Algorithmen und geben den Approxi-
mationsfaktor und die asymptotische Laufzeit an. Im Folgenden sei P mit n := |P|
die Menge von Punkten, beziiglich der ein minimales Manhattan-Netzwerk approxi-
miert werden soll.

In [GLNO1] wird ein Algorithmus vorgestellt, der abhéngig von P eine Menge von
Stufenpolygonen bestimmt. Diese Stufenpolygone sind dhnlich wie unsere Stufen-
polygone aus Kapitel 4 definiert. Fiir jedes der Stufenpolygone wird eine Recht-
eckzerlegung berechnet. Die Vereinigung der Strecken aller Zerlegungen ergibt (im
Wesentlichen) ein Manhattan-Netzwerk. Wird fiir jedes Stufenpolygon eine mini-
male Rechteckzerlegung berechnet, so betréigt der Approximationsfaktor 4 und die
Laufzeit liegt in O(n3). Der relativ hohe Zeitaufwand kommt daher, dass bereits
die Laufzeit fiir die Berechnung einer minimalen Rechteckzerlegung — bei der dy-
namisches Programmieren verwendet wird — in O(k?) liegt. Dabei bezeichne k die
Menge der Punkte des Stufenpolygons, fiir das die minimale Rechteckzerlegung be-
stimmt werden soll. Alternativ kénnen die minimalen Rechteckzerlegungen auch ap-
proximiert werden. Es existiert ein einfacher Faktor-2- Approximationsalgorithmus,
dessen Laufzeit in O(klogk) liegt. Werden die minimalen Rechteckzerlegungen le-
diglich 2-approximiert, so verdoppelt sich der Approximationsfaktor des eigentlichen
Algorithmus auf 8. Dafiir liegt seine Laufzeit in diesem Fall in O(nlogn).

In [KIA02] wird ein Faktor-2-Approximationsalgorithmus prasentiert, leider ist sein
Korrektheitsbeweis unvollstéandig. Aus diesem Grund erwidhnen wir lediglich, dass
in dem Artikel ein Schema fiir die Bildung einer generierenden Menge beziiglich P
angegeben wird, welches auch in den beiden néchsten Arbeiten verwendet wird. Eine
generierende Menge ist eine Menge von Punktepaaren aus P, die die folgende Eigen-
schaft besitzt: Falls in einem Netzwerk fiir jedes Punktepaar aus der generierenden
Menge ein Manhattan-Weg existiert, so ist das Netzwerk bereits ein Manhattan-
Netzwerk. Eine triviale generierende Menge ist (123), deren Kardinalitdt allerdings
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in ©(n?) liegt. Die Grofle der in [KIA02] angegebenen generierenden Menge liegt
dagegen in ©(n).

In [BWWO04b, BWWO04a] wird ein Faktor-3-Approximationsalgorithmus présentiert,
der eine Laufzeit in O(nlogn) besitzt. Der Algorithmus sorgt dafiir, dass fiir jedes
Punktepaar aus der — in [KIA02] definierten — generierenden Menge ein Manhat-
tan-Weg eingefiigt wird. Dabei werden drei Typen von Punktepaaren unterschieden
und die generierende Menge wird dementsprechend in drei Teilmengen partitioniert.
Die Punktepaare in einer Teilmenge werden zusammen bearbeitet, allerdings wird
jede der drei Teilmengen unterschiedlich behandelt. Fiir den Beweis des Approxima-
tionsfaktors wird die Ebene in zwei disjunkte Flachen aufgeteilt. Das Manhattan-
Netzwerk, welches der Algorithmus erstellt hat, wird durch den Schnitt mit den
beiden Fliche in zwei Teile zerlegt. Jeder dieser Teile wird dann gegen den ent-
sprechenden Teil eines minimalen Manhattan-Netzwerkes abgeschétzt. Ein Teil des
Algorithmus ist Gegenstand dieser Studienarbeit und wird in Kapitel 4 entwickelt.
In Kapitel 5 wird gezeigt, dass der Algorithmus sogar eine Faktor-2- Approximation
liefert, wenn P eine Hiillenmenge ist.

In [CNV04] wird ein schoner Faktor-2- Approximationsalgorithmus beschrieben. Die-
ser stellt ein ganzzahliges lineares Programm (GLP) auf, dessen Belegung der Pro-
blemvariablen ein minimales Manhattan-Netzwerk liefert. Da ein GLP im Allge-
meinen nicht in polynomieller Zeit gelost werden kann, werden die ganzzahligen
Variablen in der Problembeschreibung relaxiert und es wird das entsprechende li-
neare Programm (LP) gelost. Dabei kann sich der Wert der Zielfunktion, welcher
der Lange eines minimalen Manhattan-Netzwerkes entspricht, hochstens verringern.
Allerdings ist die gefundene (minimale) Losung des angegebenen Problems im All-
gemeinen nicht als Manhattan-Netzwerk interpretierbar. Wenn z. B. X = 1 ,Stre-
cke X einfiigen“ und X = 0 ,Strecke X nicht einfiigen“ bedeutet, macht die Lo6-
sung X = 1/2 keinen Sinn. Der Trick besteht nun darin, bestimmte Variablen auf
den Wert 1 aufzurunden, sodass die korrespondierenden Strecken ein Manhattan-
Netzwerk bilden. Dabei wird sichergestellt, dass der Wert der Zielfunktion der (mi-
nimalen) Losung des LPs maximal verdoppelt wird. Dies geschieht folgendermafien:
Fiir jede Variable, die aufgerundet wird, wird eine Menge von Variablen — eine so-
genannte Zeugenmenge — angegeben. Diese besitzt die Eigenschaft, dass die Summe
aller Variablen aus der Zeugenmenge einen Wert von mindestens 1/2 ergeben. Da-
bei sind die Zeugenmengen von zwei unterschiedlichen Variablen, die aufgerundet
werden, natiirlich disjunkt. Insgesamt wird somit garantiert, dass die Lénge des re-
sultierenden Manhattan-Netzwerkes maximal doppelt so grof} ist wie die Lange eines
minimalen Manhattan-Netzwerkes. Der Zeitaufwand fiir das Losen dieses LP liegt
allerdings in O(n®), da die Anzahl der Variablen in ©(n?) liegt.



3. Grundlegende Begriffe und
Eigenschaften

In diesem Kapitel sollen als erstes die Begriffe, die wir im weiteren Verlauf der
Studienarbeit benotigen, erkléirt und formal definiert werden. Dies beginnt mit rudi-
mentéren Begriffen wie ,,Strecke” und beinhaltet nicht zuletzt die zentrale Definition
des (minimalen) Manhattan-Netzwerkes. Im zweiten Teil des Kapitels werden wir
einige Eigenschaften und Séatze iiber Manhattan-Netzwerke auffithren und beweisen.
Diese Beobachtungen sollen dabei helfen, ein Gefiihl fiir die vorgestellten Begriffe zu
gewinnen, sie sind aber auch im Bezug auf die Erkenntnisse in den weiteren Kapiteln
von Interesse. Im letzten Teil wird kurz zusammengefasst, was iiber die Komplexitét
des Problems ,finde ein minimales Manhattan-Netzwerk® bekannt ist.

3.1 Definitionen grundlegender Begriffe

Der elementarste Begriff ist der Punkt. Im gesamten Text werden nur Punkte in der
Ebene (d. h. im R?) betrachtet. Fiir einen Punkt p bezeichnen p® und p? seine z-
bzw. y-Koordinate. Wir vergleichen Punkte koordinatenweise. Die Relation ,,>* ist
folgendermaflen definiert:

p=2q = p'=2q¢" Np'=g.
Die iibrigen Relationen (z. B. ;<) sind analog definiert. Mit d(p,q) := |[p — ql|;, :=
Ip* —¢®|+ |p¥ — ¢¥| bezeichnen wir den Abstand zweier Punkte p und ¢ beziiglich der

[1-Norm. Fiir eine Menge oder eine Sequenz von Punkten fithren wir zwei abkiirzende
Bezeichnungen ein, die selbsterklédrend sein diirften.

Definition 3.1 FEs sei S eine Menge oder eine Sequenz von Punkten. Die Menge
der x- bzw. y-Werte von S ist definiert als

ST = {px|p€S} bzw. SY = {py\peS}.
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Ein weiterer grundlegender Begriff ist die Strecke zwischen zwei Punkten. Da in
dieser Arbeit nur horizontale und vertikale Strecken von Interesse sind, soll dies in
der Definition gleich beriicksichtigt werden.

Definition 3.2 (Manhattan-Strecke) FEs seien p und q zwei Punkte mit p* = ¢*
oder p = ¢Y. Die Manhattan-Strecke s, , zwischen p und q ist die Menge

Spq 1= {tER2|p§t§q\/ q§t§p}§R2.

Die Lénge einer Manhattan-Strecke s, 4 ist definiert als

||5p7q|| = d(p,q).

Es seien s5 5 und s, , zwei Manhattan-Strecken und Q) = {p, q,p,q}. Wir definieren
weiterhin:

o ;4 15t eine Teilstrecke von s, <= 5545 C 5pq
o 555 und s,, iberlappen sich <= |sz5 N sy > 1
PR 2\ () - _
o 555 und S, 4 kreuzen sich <= Ir € R2\Q : 555N Spq = {r}

e 554 und s,, berithren sich <= Ir € Q :s;5Ns,,={r}.

Wir lassen den Zusatz ,Manhattan® im Weiteren aus Bequemlichkeit meistens weg,
unter einer Strecke ist also immer eine Manhattan-Strecke zu verstehen. Die Men-
ge {p, ¢} beschreibt die (Manhattan-)Strecke s, , eineindeutig. Deshalb ist die Lange
einer Strecke wohldefiniert. Man beachte, dass s, , und s,, die gleiche Strecke cha-
rakterisieren; die Reihenfolge der Punkte in der Notation spielt keine Rolle. Eine in
dieser Hinsicht bessere — aber umsténdlichere — Schreibweise wire sy, 3 gewesen. Um
Sonderfille zu vermeiden, ist auch die Strecke s, , zugelassen, sie hat nach Definiti-
on die Liange 0. Bei den Beziehungen zwischen zwei Strecken mache man sich klar:
Zwei Strecken, die sich iiberlappen, miissen die gleiche Ausrichtung — vertikal oder
horizontal — haben. Zwei Strecken, die sich kreuzen, miissen hingegen unterschiedlich
ausgerichtet sein und der Schnittpunkt muss im Inneren beider Strecken liegen. Un-
ter den inneren Punkten einer Strecke s, , verstehen wir alle Punkte in s, , aufler den
Endpunkten p und ¢. Fiir Mengen von Manhattan-Strecken — also insbesondere fiir
Manhattan-Wege und Manhattan-Netzwerke — fithren wir folgende Bezeichnungen
ein.

Definition 3.3 FEs sei M eine endliche Menge von Manhattan-Strecken. Die Lange
von M ist definiert als
1M = sl

seM

Die Menge der vertikalen bzw. horizontalen Strecken won M ist definiert als

o MY = {an eEM|p*= qx} bzw.
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o Mhor = {an eEM]|p¥= qy}.

Die Menge der Breiten bzw. Hohen von M st definiert als
e B(M) = {x eR|3sp,€ MY 1z =p*(= qm)} bzw.
« HM) = {y € R|3s,, € M™ 1y =pi(=g")}.

Es gilt M = M UM Die Hohen von M sind genau die y-Koordinaten, auf deren
Hohe eine horizontale Strecke aus M liegt. Analoges gilt fiir die Breiten.

Eine Bedingung fiir Manhattan-Netzwerke ist, dass die Punkte paarweise durch Stre-
ckenziige verbunden sind, die gewissen Anforderungen geniigen miissen. So diirfen
nur horizontale oder vertikale Strecken verwendet werden und die Lénge des Stre-
ckenzuges muss genauso grofl wie der Abstand der entsprechenden Punkte in der
[;-Norm sein. Wir definieren Manhattan- Weg formal (siehe auch Abbildung 3.1).

Definition 3.4 (Manhattan-Weg) FEs seien p und q zwei Punkte. Fin Manhat-
tan-Weg (MW) W, , zwischen p und q ist eine endliche, nicht leere Menge von
Manhattan-Strecken {Sp, 41 - - - Spn.qn }» flr die gilt:

(i) Py =q; vV pi=q Vie{l,...,n},
(i) p1=p N ¢u=gq,
(111) q; = pj+1 Vie{l,...,n—1},

(1) Wyl = d(p,q).

Wie schon bei der Manhattan-Strecke spielt die Reihenfolge von p und ¢ in der
Notation keine Rolle. Falls p und ¢ nicht auf derselben horizontalen oder vertikalen
Gerade liegen, gibt es unendlich viele Manhattan-Wege zwischen zwei Punkten p
und gq.

Abbildung 3.1: (a) und (b) zeigen zwei mogliche MWe zwischen p und q. (c) ist kein
MW, da die Bedingung (iv) verletzt ist.

Damit kommen wir zum zentralen Begriff des Manhattan-Netzwerkes. Die Aufgabe
besteht darin, eine gegebene Menge S von Punkten so mit Strecken zu verbinden,
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dass zwischen jedem Paar von Punkten ein Manhattan-Weg existiert. Zusétzlich for-
dern wir, dass die Strecken sich weder {iberlappen noch kreuzen oder auflerhalb ihrer
Endpunkte beriihren diirfen. Aulerdem diirfen sie in ihrem Inneren keine Punkte
aus S enthalten. Von besonderem Interesse sind natiirlich die Manhattan-Netzwer-
ke, bei denen die Gesamtlinge aller Strecken minimal ist, sie werden als minimale
Manhattan-Netzwerke bezeichnet. Die formale Definition lautet:

Definition 3.5 (Manhattan-Netzwerk) FEs sei S eine endliche Menge von Punk-
ten. Ein Manhattan-Netzwerk (MN) Mg beziglich S ist eine endliche Menge von
Manhattan-Strecken, fiir die gult:

(i) Vp,qe S,p#q: IMW W, ,:Vse W,,:35€ Mg :sC3,
(11) Vs,, € Mg : V5 € Mg,5%# Spq: 5y, 5 CA{p,q},

(111) Vs, q € Mg :5,,0S C {p,q}.

FEin Manhattan-Netzwerk Mg ist ein minimales Manhattan-Netzwerk, wenn gilt:

VMN Ms : | M| < ||Ms]).

Man beachte, dass die Manhattan-Wege auch aus Teilstrecken der Strecken in Mg be-
stehen diirfen. Bedingung (i) ist die entscheidende Forderung. Man macht sich leicht
klar, dass sich jede Menge von Strecken durch geeignetes Aufspalten der Strecken
so transformieren lésst, dass die Bedingungen (ii) und (iii) erfillt sind. Wir neh-
men im Weiteren stillschweigend an, dass diese Transformation immer durchgefiihrt
wird, wenn sie notig ist. Folglich kénnen wir uns beim Nachweis der Manhattan-
Eigenschaft auf die Bedingung (i) beschrinken. Manhattan-Netzwerke kénnen auch
iiber Graphen in der Ebene definiert werden. Dabei werden nur horizontale und ver-
tikale Kanten erlaubt und das ,,Gewicht“ einer Kante ist ihre euklidische Lénge. Ein
Manhattan-Weg zwischen zwei Kanten (Punkten) entspricht dann einem Pfad im
graphentheoretischen Sinne. Fiir eine genauere Ausfiihrung siehe z. B. [GLNO1].

Mit diesem formellen Riistzeug im Riicken konnen wir uns jetzt einigen Aussagen
iiber Manhattan-Netzwerke widmen, die das Verstdndnis fiir Manhattan-Netzwerke
vertiefen und fiir die weiteren Kapitel von Nutzen sind.

3.2 Beispiele und niitzliche Eigenschaften

Eine erste, leicht einzusehende Beobachtung ist, dass es keine Schwierigkeit darstellt,
ein Manhattan-Netzwerk zu einer gegebenen (endlichen) Menge S von Punkten zu
finden. Eine Moglichkeit besteht z. B. darin, das von S induzierte Gitter zu verwen-
den. Dazu werden als erstes die induzierten Gitterpunkte einer Menge von Punkten
eingefiihrt.

Definition 3.6 (induzierte Gitterpunkte) FEs sei S eine endliche Menge von
Punkten. Die induzierten Gitterpunkte beziiglich S sind die Elemente der (endli-
chen) Menge

Vg = {q€R2|q$€Sx /\quSy}.
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Das induzierte Gitter besteht nun aus allen Strecken zwischen zwei benachbarten
Punkten aus der Menge der induzierten Gitterpunkte (siehe Abbildung 3.2).

Definition 3.7 (induziertes Gitter) Es sei S eine endliche Menge von Punkten.
Das induzierte Gitter beziglich S ist die (endliche) Menge von Strecken

Eg = {sp,q |pq€Vs, p#q p"=q"Vp'=¢", 5,0 Vs = {p,q}}-

p3 Ps
° ° ) ° L 2
S
° ° ° ® D4 ® D4
D1 e ° ° ° P1e
° ) ° ° @
P2 P2

Abbildung 3.2: Vs und Ejg fiir S = {p1,...,ps}

Offensichtlich ist Eg ein Manhattan-Netzwerk. Die interessante Aufgabe ist also,
ein minimales Manhattan-Netzwerk oder zumindest ein Manhattan-Netzwerk mit
,moglichst geringer* Lénge zu finden. Dass Eg hierzu ungeeignet ist, macht Abbil-
dung 3.3 deutlich: In dem dort angegebenen Beispiel liegt die Lange eines minimalen
Manhattan-Netzwerkes in ©(]S|), die Linge von Eg aber in O(]S]?).

Ipn

,pn

p® D1
Abbildung 3.3: Fg vs. minimales Manhattan-Netzwerk fiir S = {py,...,p,}.

Als néchstes stellen wir eine sehr angenehme Beobachtung vor, die es erlaubt, sich
auf eine endliche Teilmenge aller moglichen Manhattan-Netzwerke beziiglich einer
Menge S zu beschrinken. Sie besagt im Grunde genommen, dass es geniigt, nur
die (endlich vielen) Manhattan-Netzwerke zu betrachten, deren Strecken vollstandig
auf dem induzierten Gitter (beziiglich S) liegen. Fiir alle anderen Manhattan-Netz-
werke Mg gibt es ndmlich ein Manhattan-Netzwerk mit dieser Eigenschaft, dessen
Lénge hochstens so grof ist wie die Lange von Mg.

Satz 3.8 FEs seit S eine endliche Menge von Punkten. Dann gilt:

VYMN Ms : 3MN Mg C Es : ||Mg]|| < || Mg]|.
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Der Beweis besteht aus zwei Teilen: Zuerst verschieben wir die horizontalen Stre-
cken, sodass sie jeweils auf der Hohe eines Punktes aus S liegen. Danach verschieben
wir die vertikalen Strecken, sodass sie jeweils auf der Breite eines Punktes aus S lie-
gen (ohne die horizontalen Strecken wieder zu verschieben). Da beide Teile komplett
analog verlaufen, beschrinken wir uns darauf, nur den ersten Teil zu behandeln.
Dies spiegelt sich auch in den Voriiberlegungen wieder, die eine gewisse Asymmetrie
aufweisen. Fiir den Rest dieses Kapitels sei S eine fest gewéhlte, endliche Menge von
Punkten. Alle Manhattan-Netzwerke, die im Weiteren vorkommen, sind beziiglich S
zu verstehen. Zusétzlich nehmen wir an, dass alle Manhattan-Netzwerke folgende
Eigenschaften besitzen: Sie enthalten keine Strecken, die nicht fiir den Nachweis
der Manhattan-Eigenschaft gebraucht werden, und ihre Strecken sind nicht ,,unno-
tig fein“ aufgespalten. Damit ist gemeint, dass jeder Eckpunkt einer Strecke in S
enthalten ist oder zugleich Eckpunkt einer zweiten Strecke anderer Ausrichtung ist.
Offensichtlich lésst sich jedes Manhattan-Netzwerke so transformieren, dass die Ei-
genschaften erfiillt sind. Wir nehmen im Weiteren stillschweigend an, dass diese
Transformation immer durchgefiihrt wird, wenn sie nétig ist.

Unser Ziel ist es, alle horizontalen Strecken eines Manhattan-Netzwerkes M, die nicht
auf der Hohe eines Punktes aus S liegen, so zu verschieben, dass sie auf der Hohe
eines Punktes aus S liegen. Dies erreichen wir durch eine Transformation von M, die
wir iterativ anwenden, bis unser Ziel erreicht ist. Die Transformation ist das Thema
der ndchsten Seiten, wir wollen sie an dieser Stelle aber schon einmal kurz skizzieren:
Wir betrachten alle Strecken auf einer Hohe, auf der kein Punkt aus S liegt. Diese
Strecken verschieben wir entweder nach oben oder nach unten auf die Hohe eines
Punktes aus S. Damit unser transformiertes Manhattan-Netzwerk auch weiterhin
die Manhattan-Eigenschaft besitzt und seine Lange nicht vergréflert wird, miissen
wir noch einige vertikalen Strecken entsprechend verléingern oder verkiirzen. Dies
sind gerade die Strecken, die — vor der Verschiebung — unsere horizontalen Strecken
beriihrt haben. Wir werden nur den Fall erkliren, dass die horizontalen Strecken
nach oben verschoben werden miissen, der andere Fall verlauft analog.

Fiir die Beweisfithrung brauchen wir noch einige Notationen, die wir zuerst umgangs-
sprachlich erkliren. Die Menge M’ besteht aus allen horizontalen Strecken aus M,
die nicht auf der Hohe eines Punktes aus S liegen. Fiir ein s € M’ besteht die Men-
ge M# aus s und allen horizontalen Strecken auf gleicher Hohe. Die Menge M? (MY)
besteht aus allen vertikalen Strecken in M, die mit einer Strecke aus Mg einen End-
punkt gemeinsam haben und deren zweiter Endpunkt oberhalb (unterhalb) von s
liegt. Der Wert M™® bezeichnet den kleinsten y-Wert der Endpunkte aus M?, der
echt oberhalb von s liegt. Da die Strecken in M? ihren unteren Endpunkt alle auf der
gleichen Hohe haben, entspricht M™" der Hohe des oberen Endpunktes der kiirzes-
ten Strecke in M. Zur Illustration siehe auch Abbildung 3.4. Man beachte, dass der
Index s hier nicht die Menge S bezeichnet, sondern die zu verschiebende Strecke s.

Definition 3.9 FEs ser M ein Manhattan-Netzwerk. Wir definieren:
M= {5y, € M™ | p(=g") ¢ 57},
Fiir s :==s,, € M' sei

o Mz = {s e 20 (= un) = ),
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o M? = {SM EM™ | >tV =pY A Jp€ R? : Spt € Msg},
o M} = {SM EM™ |wW<tV=pY AN Tp€ R? : Spt € Msg},

o MM = min{y€R|y>py A HstvueMg’:y:t?f}.

t
Sq S5 S
S S2 53
S
S7 8 S9
u
>

Abbﬂdung 3.4: M§ = {57527 83}7 Me? = {847 S5, 86}7 Msu = {877 S8, 89}7 M;nin =Y.

Es muss jeweils einen Punkt aus S geben, der ober- bzw. unterhalb der Héhe von s
liegt, ansonsten wiren die Strecken aus Mg unndétig (auf der Hohe von s liegt ja
kein Punkt aus ). Folglich muss es auch vertikale Strecken geben, die die Strecken
aus M# von unten und von oben ,anschliefen”. Dies kann nur an den Endpunkten
der Strecken geschehen. Daraus folgt, dass die beiden Mengen M und M nicht leer
sind. Insbesondere sichert dies die Existenz von M™n,

Fiir die Strecken in M2, M und M wollen wir nun die folgenden Anderungen
durchfiihren: Die Strecken aus M sollen nach oben auf die Hohe M™™" verschoben
werden und die Strecken aus M? (M) sollen so verkiirzt (verlangert) werden, dass
sich ihre unteren (oberen) Endpunkte ebenfalls auf der Hohe M™™ befinden (siehe
auch Abbildung 3.5).

Definition 3.10 Es sei M ein Manhattan-Netzwerk und s := s,, € M’ eine Stre-
cke. Die Mengen Mg, M? und MY seien von der Gestalt:

o« ME— {Sm,ql, . ..,spa,qa} mit p—q' —pr Vje{l,... a},
d Ms - {Sthum' : -7$tb,Ub} it til :py < uil \V/j € {1’ o "b}’
) Msu: {S’Ul,w17”’7svmwc} mZt Uf:py>w? \V/j 6 {1776}

Wir definieren folgende Mengen von Strecken:

g . . _ ;
o MS = {sphql,...,spa,qa} mit

P = (p}’?,Msmin), gj = (qf,Msmin) Vi e{l,...,a},

s

o M = {551,u1>"'755b,ub} mit T = (t%, M) Vje{l,...,b},



12 3. Grundlegende Begriffe und Figenschaften

Sq

S7

Abblldung 3.5: M§ = {57 52753}7 ]\4’56 = {547 55756}7 MB = {577 58759}'
o M! = {s@hwl, . .,S@mwc} mit ;= (vf, M) Vje{l,...,c}.

Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen M8 und M2, M? und M? sowie M"
und M. Wir kénnen also jeder Strecke in M, M? bzw. M eine Ursprungsstrecke
aus M8, M? bzw. M zuordnen. Die Strecken in M8 sind alle genau so lang wie ihre
jeweiligen Ursprungsstrecken aus M. Die Strecken wurden ja nur (um M™" —p¥ >
0) nach oben auf die Héhe M™" verschoben (zur Erinnerung: s := s,,). Die Strecken
in MY sind alle genau um (M™" — p¥) linger als ihre jeweiligen Ursprungsstrecken
aus M!. Die Strecken in M? sind alle genau um (M™™ —p¥) kiirzer als ihre jeweiligen
Ursprungsstrecken aus M?. Dabei wurde M™" definitionsgemif} so gewiihlt, dass alle
Strecken aus M? mindestens die Linge (M™" — p¥) besitzen. Eine Strecke aus M?
besitzt sogar genau die Linge (M™n — p¥), folglich besitzt M? eine Strecke der
Form s, (siche auch Abbildung 3.5).

Lemma 3.11 Es sei M ein Manhattan-Netzwerk und s := s,, € M’ eine Strecke.
Dann gilt:

(i) M(s) := M\(M§ U MU M;) U (Msg U MU M;) ist ein Manhattan-
Netzwertk,

(ii) 1191(s) | < M1 = (122] = [p2]) (M = pr),
(i) |B(sY| < |,

(w) B(M(s)) € B(M).

Beweis: Es seien a und b zwei Punkte aus S und Wop, := {Sa, b1s - - - s Sap by | €I0 Man-
hattan-Weg zwischen a und b. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass W, eine Teilmenge
von M ist. Dabei seien die Strecken in {4, by, - - -, San, by, Wie in Definition 3.4 ange-
ordnet und bezeichnet (d. h. es gilt a; = a, by, = b, aj = bf\/a? = b? Vie{l,...,m},
bj=a;1 Vi€ {l,...,m—1} und |W,,|| = d(a,b)). Um zu beweisen, dass M (s) ein
Manhattan-Netzwerk ist, geniigt es zu zeigen, dass es auch einen Manhattan-Weg
zwischen a und b gibt, der eine Teilmenge von M (s) ist. Dabei erinnere man sich
daran, dass auf der Hohe von s keine Punkte aus S — also insbesondere auch nicht a
oder b — liegen.
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1. Fall: Es gibt keine Strecke in W, die auch in M? enthalten ist. Folglich kann es
keine Strecken in W, gebey, die auch in M$ oder M enthalten sind. Also ist W,
schon eine Teilmenge von M.

2. Fall: Es gibt ein k € {1,...,m}, sodass s, p, auch in M? enthalten ist. Wegen
der Langenrestriktion bei Manhattan-Wegen kann es nur eine solche Strecke geben.
Folglich muss es auch genau eine Strecke s,, 5, € W, geben, die auch in M} enthalten
ist (es gelte 0.B.d.A. k <1 < m). Falls W, Strecken aus Mg enthélt, so miissen
diese zwischen k& und [ liegen, d. h. es gilt M5 N Wy = {Sa,, 1 bps1s- -5 Sar_1,bi1 )+
Wenn wir jetzt Sq, p,,- - -, Sq.p, durch die ihnen zugeordneten Strecken aus Mg, M?
bzw. M ersetzen, so priift man leicht nach, dass das Ergebnis wieder ein Manhattan-
Weg ist.

Die Abschitzung der Lénge in (ii) folgt unmittelbar aus den Bemerkungen iiber die
Bijektionen und Léngen der Strecken in dem Abschnitt direkt vor diesem Satz. Das
,<“ kommt daher, dass Strecken aus M§ schon in M\(M$& U M? U M) enthalten
sein konnen. Fiir Strecken aus M2 und M ist dies nicht moglich, da sie sich mit
ihren Ursprungsstrecken aus Mg bzw. MY {iberlappen.

Die Strecken aus M2 sind die einzigen horizontalen Strecken in M(s), die nicht
(notwendigerweise) in M enthalten sind. Sie liegen definitionsgemifl auf der Hohe
des oberen Endpunktes ¢ einer vertikalen Strecke aus M. Nach den vorausgesetzten
Eigenschaften von M muss gelten: Der Punkt ¢ ist in S enthalten oder ¢ ist Endpunkt
einer horizontalen Strecke aus M. Also liegen die Strecken aus M§ auf der Hohe eines
Punktes aus S oder einer horizontalen Strecke aus M. Auf der Héhe von s liegen
in M(s) keine Strecken mehr, diese wurden ja verschoben. Dies beweist (iii).

Fiir den Nachweis von (iii) sind nur die Strecken aus M? und M zu betrachten, da
dies die einzigen vertikalen Strecken in M (s) sind, die nicht auch zu M gehoren. Da
diese Strecken aber verkiirzte bzw. verldngerte Strecken von MY bzw. M} sind und
somit die gleiche Lage haben, folgt die Aussage unmittelbar. [

Die Schreibweise M (s) soll verdeutlichen, dass man M (-) auch als eine Art Funktion
verstehen kann, die M — abhéngig von s — in ein anderes Manhattan-Netzwerk
transformiert. Dabei werden s und die angrenzenden Strecken (d. h. M8) um (M™n—
p¥) nach oben verschoben und die an sie anschlieSenden vertikalen Strecken (d. h. M?
und M}) werden dementsprechend in der Lénge angepasst. Mit diesem Riistzeug
kénnen wir uns jetzt dem Beweis von Satz 3.8 widmen.

Beweis von Satz 3.8: Fin Manhattan-Netzwerk, welches eine Teilmenge des indu-
zierten Gitters Eg ist, darf insbesondere keine horizontalen Strecken enthalten, die
nicht auf der Hohe eines Punktes aus S liegen. Deshalb werden wir M mit Hilfe von
Lemma 3.11 so transformieren, dass diese notwendige Bedingung erfiillt ist.

Es sei s € M’ eine Strecke (wenn M’ = () gilt, gehe zum néchsten Schritt im Beweis).
Es gelte 0.B.d.A. |[M?]| > |M!| (anderenfalls schieben wir die Strecken aus M$ nach
unten). Wir bilden das Manhattan-Netzwerk M := M (s) wie in Lemma 3.11 (i)
beschrieben. Aus Lemma 3.11 (ii) folgt sofort, dass || M| < || M]|| gilt.

Diesen Vorgang wiederholen wir — natiirlich mit dem jeweiligen Zwischenergebnis M
statt M — so lange, bis M’ die leere Menge ist. Lemma 3.11 (iii) garantiert uns,
dass dieses Vorgehen nach endlich vielen Wiederholungen terminiert. Danach besei-
tigen wir vollig analog die vertikalen Strecken, die nicht auf der x-Koordinate eines
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Punktes aus S liegen. Aus Lemma 3.11 (iv) — in seiner analogen Form fiir vertikale
Strecken — folgt, dass die zweite Transformation nicht die wesentlichen Ergebnisse
der ersten Transformation zerstort. Da die Endpunkte der Strecken in M in S lie-
gen oder Endpunkte von einer horizontalen und einer vertikalen Strecke in M sind,
liegen alle Endpunkte in Vg. Daraus folgt die Behauptung (gegebenenfalls miissen
die Strecken noch geeignet aufgespalten werden). [

Satz 3.8 kann auch direkt dazu benutzt werden, eine wichtige Frage zu beantworten,
die wir bisher geschickt umgangen haben.

Korollar 3.12 Zu jeder endlichen Menge S von Punkten gibt es ein minimales
Manhattan-Netzwerk.

Beweis: Es gelte 0.B.d.A. |S| > 2. Nach Satz 3.8 gibt es nur endlich viele Manhattan-
Netzwerke, die betrachtet werden miissen (alle anderen sind ja mindestens so grof3
wie ein Manhattan-Netzwerk aus dieser Menge). Bei einer endliche Menge, die nicht
die leere Menge ist, wird aber immer ein Minimum angenommen. [

Dabei ist sehr leicht einzusehen, dass es im Allgemeinen kein eindeutiges minimales
Manhattan-Netzwerk beziiglich einer Menge von Punkten gibt. Als Beispiel betrach-
te man eine Menge mit genau zwei Punkten, die nicht auf derselben horizontalen
oder vertikalen Gerade liegen.

3.3 Uber die Approximation minimaler Manhat-
tan-Netzwerke

Die Frage nach der Komplexitit des Problems ,finde ein minimales Manhattan-
Netzwerk zu einer gegebenen Menge von Punkten® ist leider noch unbeantwortet. So
wurde weder ein Algorithmus mit — beziiglich der Anzahl der Punkte — polynomieller
Laufzeit gefunden, noch gelang es zu beweisen, dass das Problem NP-schwer ist. Das
,Ausprobieren®, d. h. das Testen aller Teilmengen des induzierten Gitters, liefert
zwar nach Satz 3.8 eine korrekte Losung, hat aber offensichtlich eine exponentielle
Laufzeit. Hier besteht also weiterhin Forschungsbedarf.

Durch die unbefriedigende Lage bei der Komplexitat gewinnt die Frage nach der
Moglichkeit, minimale Manhattan-Netzwerke wenigstens gut zu approximieren, na-
tiirlich an Bedeutung. Auch hier gibt es zuerst einmal eine Erniichterung: Es ist —
zumindest bis zum Zeitpunkt der Niederschrift dieser Arbeit — noch kein polyno-
mielles Approximationsschema (PTAS) bekannt. Allerdings haben wir in Kapitel 2
gesehen, dass es eine Reihe von Approximationsalgorithmen mit unterschiedlichen
Approximationsfaktoren und (asymptotischen) Laufzeiten gibt.



4. Ein Approximationsalgorithmus
fiir Stufenpolygone

Der in diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus ist ein Teil eines ,, grofleren Algorith-
mus, der minimale Manhattan-Netzwerke approximiert. Der , grofle* Algorithmus,
den wir im Weiteren ApproxMMN nennen wollen, wird in [BWW04a] beschrieben.
Er besitzt einen Approximationsfaktor von 3 und seine Laufzeit liegt in O(nlogn).
Das Teilproblem, welches unser Algorithmus behandelt, lésst sich allerdings sehr gut
separieren und als eigensténdiges Problem beschreiben; dabei werden keine Kennt-
nisse iiber den Algorithmus ApproxzMMN benotigt. Deshalb werden wir — zumindest
in diesem Kapitel — nicht auf ApproxMMN eingehen.

Im ersten Teil wird das grundsétzliche Problem beschrieben. Die Aufgabe besteht
darin, einen Algorithmus zu finden, der dieses Problem 16st und zuséitzlich zwei
Nebenbedingungen erfiillt: Seine Laufzeit soll in O(nlogn) liegen und seine Losung
hochstens zweimal so grofl wie eine optimale Losung sein. Die Nebenbedingungen lei-
ten sich aus den Anforderungen an den oben erwidhnten Algorithmus ApproxMMN
ab. Im zweiten Teil priasentieren wir unseren Algorithmus, der die Aufgabe aus dem
ersten Teil 16st. Zuerst beschreiben wir den Algorithmus und beweisen, dass sein Er-
gebnis eine korrekte Losung des Problems unter den gestellten Anforderungen liefert.
Danach widmen wir uns dem Beweis, dass das Ergebnis hochstens zweimal die Lange
einer minimalen Losung besitzt. Letztendlich geben wir zwei Implementierungen an,
deren Laufzeiten in O(nlogn) bzw. sogar in O(n) liegen. Die erste Implementierung
ist relativ einfach und wird in dem Algorithmus ApproxtMMN verwendet; die zwei-
te Implementierung ist etwas komplizierter, hat aber ein besseres asymptotisches
Laufzeitverhalten.

4.1 Die Aufgabe

Um die Aufgabe beschreiben zu kénnen, brauchen wir als erstes eine Sequenz von
Punkten, die gewisse Eigenschaften beziiglich der Lage ihrer Punkte besitzt.

Definition 4.1 (Stufenpolygonsequenz) FEs sei S := (po,p1,-..,pn) eine endli-
che Sequenz von Punkten. Die Sequenz S ist eine Stufenpolygonsequenz, wenn gilt:
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(Z) Po < Dj \V/je{lv"'vn};

(ii) pt >pty A pl<ply  Vie{l,...n—1}

Wir bezeichnen py auch als den Eckpunkt von S. Als néchstes definieren wir das
Manhattan-Polygon. Wir beschrénken uns auf geschlossene Streckenziige, die nur
aus Manhattan-Strecken bestehen (sieche Abbildung 4.1).

Definition 4.2 (Manhattan-Polygon) Es sei S := (p1,...,pn) eine endliche Se-
quenz von Punkten, fir die gilt:

(i) P =pj V pi =D Vie{l,...,n—1},
(ii) py, =pt V ph = pi.

Das Manhattan-Polygon Qg beziiglich S ist die Menge {s1,...,Ss,} von Manhattan-
Strecken, wobei sj = sy, .. (7 =1,...,n—1) und s, := sp, p, ist.

Wie schon bei den Manhattan-Strecken lassen wir den Zusatz ,Manhattan® meis-
tens der Bequemlichkeit halber weg, da in dieser Arbeit ausschliefilich Manhattan-
Polygone vorkommen. Die Strecken in Qg sind offensichtlich alle wohldefiniert.

P9 DPs
b7 I—« DPe
P11 P10
P4 D5
D1 .
D2 D3

Abbildung 4.1: Das Manhattan-Polygon Qg fiir S = (p1,...,p11)-

Jetzt haben wir alles beisammen, um den Begriff Stufenpolygon definieren zu kénnen.
Abbildung 4.2 erklart die relativ kompliziert auszudriickende formellen Bedingungen
illustrativ.

Definition 4.3 (Stufenpolygon) Es sei S := (po,p1,--.,Pn) eine Stufenpolygon-
sequenz. Das Stufenpolygon Pg beziiglich S ist das Manhattan-Polygon beziglich der

Sequenz S = (pOu q0,P1,491, - - -, Pn, Qn); wobei q; ‘= (p§7p?+1) (] = 07 s = 1) und
qn = (PZ,pp) ist.

Das Innere von Ps ist kanonisch definiert als

I(Ps) = O{tERz‘poﬁtSpj}\ US.

s€Pg
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qo D1
¢ D2

q2

I(Ps)

DPn

Po In

Abbildung 4.2: Das Stufenpolygon Pg fiir S = (po, ..., Pn)-

Die Aufgabe ist es, Strecken in Pg einzufiigen, sodass es von den Punkten pq,...,p,
jeweils einen Manhattan-Weg nach po gibt. Dabei diirfen — zusétzlich zu den ein-
gefithrten Strecken — auch die Strecken von Pg benutzt werden. Eine Menge von
Strecken, die dies erfiillt, nennen wir eine Zerlegung von Pg (sieche Abbildung 4.3).
Von besonderem Interesse sind natiirlich die Zerlegungen, bei denen die Gesamtldnge
ihrer Strecken minimal ist, sie werden als minimale Zerlegungen bezeichnet.

Definition 4.4 (Zerlegung) FEs sei S := (po,p1,...,pn) €ine Stufenpolygonse-
quenz und Ps das Stufenpolygon beziiglich S. Fine Zerlegung Zg von Psg ist eine
endliche Menge von Manhattan-Strecken, fiir die gilt:

Vje{l,...,n} : IManhattan-Weg W, ,, : Vs € W, ,,, : 35 € (ZsU Ps) : s C 3.

Eine Zerlegung Zs ist eine minimale Zerlegung, wenn gilt:

Y Zerlegungen Zs : || Zs|| < || Zs||.

qo D1
¢ D2

q2

Dn

Po In

Abbildung 4.3: Eine mogliche Zerlegung von Ps.

Wie schon bei den Manhattan-Netzwerken stellt es offensichtlich keine Schwierigkeit
dar, eine Zerlegung zu finden. Uberhaupt hat die Definition der Zerlegung grofle
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Ahnlichkeit mit der Definition 3.5 fiir Manhattan-Netzwerke. Der wesentliche Un-
terschied ist, dass bei der Zerlegung die Manhattan-Wege auch Teilstrecken aus Pg
verwendet werden diirfen. Man hétte bei der Definition der Zerlegung auch fordern
konnen, dass zwischen allen Paaren von Punkten aus S ein geeigneter Manhattan-
Weg existieren muss. Dies wire eine dquivalente Definition gewesen, denn die Paa-
re {p;,p;} (1 <i# j < n) lassen sich durch Manhattan-Wege verbinden, die nur
Strecken aus Pg enthalten. Es ist offensichtlich, dass eine minimale Zerlegung kei-
ne Teilstrecken aus Ps enthélt. Wenn wir im Folgenden davon schreiben, dass ein
Manhattan-Weg W in Zg U Ps liegt, so meinen wir damit, dass W ausschlieflich
Teilstrecken von Strecken aus Zg oder aus Pg enthélt.

Es existiert ein Algorithmus, der eine minimale Zerlegung in polynomieller Zeit fin-
det. Er basiert auf dynamischer Programmierung und ist eine modifizierte Version
eines Algorithmus, welcher in [LPRS82] beschrieben wird. Leider liegt seine Laufzeit
in ©(n?), was fiir unsere Zwecke nicht schnell genug ist. Wir benétigen — wie bereits
erwihnt — einen Algorithmus, dessen Laufzeit in O(nlogn) liegt. Dafiir muss er kei-
ne optimale Losung liefern, es geniigt eine 2-approximative Losung. Dies bedeutet,
dass der Algorithmus fiir jedes gegebene Stufenpolygon eine Zerlegung liefern muss,
deren Lange hochstens zweimal die Lange einer minimalen Zerlegung betrégt. Ein
Algorithmus, der diesen Anforderungen geniigt, wird im Rest des Kapitels beschrie-
ben.

4.2 Ein Faktor-2-Approximationsalgorithmus

4.2.1 Die Idee

Unser Algorithmus folgt dem Vorgehen des Algorithmus ,,A Thickest-First Rectan-
gulation“ aus [GLNO1]. Dieser berechnet fiir Stufenpolygone eine Rechteckzerlegung,
die hochstens zweimal die Lénge einer minimalen Rechteckzerlegung hat. Allerdings
unterscheidet sich unser Algorithmus bei der Auswahl der Punkte — dem wesent-
lichen Schritt des Algorithmus — entscheidend von dem Algorithmus aus [GLNO1].
Auflerdem werden die Stufenpolygone leicht modifiziert, bevor sie dem Algorith-
mus aus [GLNO1] als Eingabe iibergeben werden, wihrend unser Algorithmus die
Stufenpolygone unverédndert als Eingabe erhilt.

Die Grundidee besteht darin, zwei aufeinander folgende Punkte aus dem Stufenpoly-
gon auszuwihlen und diese mit Hilfe einer horizontalen und einer vertikalen Strecke
mit dem Eckpunkt des Stufenpolygons zu verbinden. Dadurch wird das Stufenpo-
lygon und sein Inneres in (maximal) drei Teile aufgeteilt. Der mittlere Teil muss
nicht weiter bearbeitet werden, die anderen beiden Teile lassen sich wieder als Stu-
fenpolygone auffassen. Auf diese wird der Algorithmus rekursiv angewendet (siehe
auch Abbildung 4.4). Das Ergebnis enthélt alle Strecken, die in dem Algorithmus —
inklusive seiner rekursiven Aufrufe — eingefiigt werden. Die eigentliche Aufgabe be-
steht darin, die Auswahl dieser Punkte so geschickt zu wihlen, dass der Algorithmus
2-approximativ ist.

4.2.2 Der Algorithmus

Damit wir den Algorithmus anschaulich erklédren und seine gewiinschten Eigenschaf-
ten verstandlich beweisen konnen, definieren wir als erstes einige Punkte und Stre-
cken. Zur Hlustration der Bezeichnungen siehe Abbildung 4.5.
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Abbildung 4.4: Grundprinzip des Algorithmus.

Definition 4.5 FEs sei S := (po,p1,--.,Pn) eine Stufenpolygonsequenz und Pg das
zugehorige Stufenpolygon. Wir definieren

o p;j = (p5,p)) und p;:=@py) (G=1,...,n),

® Sjhor = Sq; 1 UNA  Sjyer 1= Sq;p; (j=1,...,n—1),
o a;:=|Sjhorll und bj:=|svell (j=1,....,n—1).
4o P1
il
Dj
Pj+1 , Pj+1
S hor 9
Sj ver Pn

Abbildung 4.5: Bezeichnungen im Stufenpolygon.

Man priift leicht nach, dass die neuen Strecken alle wohldefiniert sind und dass
a; < ... < @np_1 sowie by > ... > b, 1 gilt. Wir kénnen nun den Pseudocode des

Zerlegungsalgorithmus angeben.

Algorithmus Zerlege(S)
Eingabe: Stufenpolygonsequenz S := (po, ..., p,) mit n >0
Ausgabe: eine Zerlegung des Stufenpolygons Pg
begin
Z¢ = Z° = Z' = ()
if n > 2 then (% Abbruch der Rekursion fiir n < 2 x)
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M = {je{l,...,n—1} | a; <b,};
if M =0then (xd. h.Vje{l,...,n—1}:a; > b; %)

k=1
else (x M # () %)

m = max(M);
if m=n —1 then

k:=n-—1
else (x1<m<n—1x%)
if a,, > b1 then
k :=m
else (% ay < by *)
k= m+1
if £ > 1 then

2 = {Sp—1hor };
Z° = Zerlege((ﬁk,pb . 7p/€—1)>

if k <n—1 then
Z¢ = Z° U {5k+1,ver};
Z = Zerlege((ﬁkﬂapmm e ,pn)>
return Z(S5) = Z°UZ°UZ"

Fiir die folgenden Erldauterungen ist Abbildung 4.6 hilfreich. Die Rekursion bricht
ab, wenn das (Rekursions-)Polygon weniger als drei Punkte hat, wobei der Eckpunkt
nicht mitgezéhlt wird. In diesem Fall ist die leere Menge eine Zerlegung. Allgemein
gilt, dass es fiir p; und p, immer einen Manhattan-Weg nach p, gibt, der nur Stre-
cken aus Pg enthilt. Falls das Stufenpolygon aus mehr als drei Punkten besteht
(d. h. n > 2), wird zuerst ein Punkt py € {p1,...,pn_1} ausgewihlt. Dies geschieht
abhéngig von den Léngen a; und b; (1 < j <n —1). Die Auswahl ist nicht intuitiv,
ermoglicht uns aber spéter die Abschatzung der Lange. Als Néchstes wird durch das
Einfiigen der horizontalen Strecke s;_; o, dafiir gesorgt, dass es einen Manhattan-
Weg zwischen p; und py gibt, der in Z™ U Pg liegt. Dies ist allerdings nur dann
notig, wenn py nicht schon der oberste Punkt p; ist (s. 0.). Wurde eine neue Stre-
cke eingefiihrt, so lésst sich der obere Teil von Pg zusammen mit s;_; phor Wieder als
Stufenpolygon interpretieren. Auf dieses wird der Algorithmus rekursiv angewandt.
Danach wird die vertikale Strecke s;11 ver €ingefiigt, sodass es einen Manhattan-Weg
zwischen py4; und pg gibt, der in Z™ U Py liegt. Zusammen mit sy ver ldsst sich der
rechte Teil von Pg wieder als Stufenpolygon interpretieren, welches ebenfalls rekur-
siv bearbeitet wird. Das Ganze wird analog nur dann ausgefiihrt, wenn py,; nicht
schon der am weitesten rechts liegende Punkt p,, ist.

Offensichtlich terminiert der Algorithmus, denn die Rekursionstiefe betriagt hochs-
tens n. Es bezeichne Z(S) das Ergebnis von Zerlege(S) bei der Eingabe S. Die
Menge Z(.S) ist eine Zerlegung von Pg, da im ersten Schritt die Punkte pj und pgq
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q0 b1
Pk Dk
Sk—1,hor Tk—1
Pk+1
qk+1
n
Sk+1,ver
Po ﬁk+1 dn

Abbildung 4.6: Illustration zum Algorithmus Zerlegung.

mit pg verbunden werden. In den beiden rekursiven Aufrufen werden dann die Punkte
D1y Pk—1 UNd prio, ..., p, mit pp bzw. pry1 verbunden. Folglich gibt es Manhat-
tan-Wege zwischen pq, ..., p, und pg, die in Z(S) U Py liegen.

4.2.3 Der Beweis der Faktor-2-Approximation

Der Beweis, dass unser Algorithmus immer eine Zerlegung liefert, deren Lénge hochs-
tens zweimal die Léange einer minimalen Zerlegung betrégt, ist etwas aufwéndiger.
Er erstreckt sich iiber mehrere Lemmata, deren Ergebnisse dann in dem Satz 4.9
zusammengefasst werden. Auch hier fithren wir zuerst einige neue Bezeichnungen
ein, die uns das Leben erleichtern werden. Zur Illustration der Bezeichnungen siehe
Abbildung 4.7.

Definition 4.6 FEs sei S := (po,p1,-..,pn) €ine Stufenpolygonsequenz mit n > 1
und Ps das zugehorige Stufenpolygon. Weiter sei j € {1,...,n—1}. Wir definieren:

« Pf o= {te I(Ps) | t* <pfy AT Spf},
o P° = {t € I(Ps) |tV >p?}’

« P = {t e I(Ps) | t* >p;-”+1}.

Es sei Zg eine Zerlegung von Ps. Wir definieren weiterhin:

o 7 = {50 € Zs | spMpa} 0 Py A0},
d Z; = {Sp,q € Zs | spg\{p, g} N Pf #* @},

d Z; = {Sp,q € Zs | spa\p, g} N P]!f # Q)}
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q0 Y4

P](‘)

S1 Dj
So Pj+1
S3 PJ(': S4
DPn
S5 P]’.f

Do dn

Abbildung 4.7: Z§ = {s1, 82, 54,85}, 25 = {s1}, Z} = 0.

Die Mengen P, PP und P} lassen sich als Flichen interpretieren. Sie bilden fiir
ein festes j € {1,...,n — 1} eine Partitionierung des Inneren von Pg (d. h.
Vi e{l,...,n—1} : I(Ps) = P; & PP W P}). Man beachte, dass P und F,_, die
leere Menge sind. Die Flachen Pf, P? und Pj sollen uns dabei helfen, die Teilmen-
gen Zg, Z7 und Z7 einer Zerlegung Zg anschaulich zu beschreiben. Diese Mengen
bestehen jeweils aus allen Strecken der Zerlegung, deren Inneres teilweise in der
entsprechenden Flache P;, P? bzw. P enthalten ist. Die Namen der Mengen sind
iibrigens nicht rein zufillig an die Bezeichnungen aus dem Algorithmus angelehnt,

wie man bei den spéateren Abschitzungen erkennen wird.

Da es fiir ein festes j € {1,...,n — 1} keine zwei Punkte aus P? bzw. P gibt, die
die gleichen z- oder y-Werte haben, sind Z7 und Z; disjunkt. Es kann aber durchaus
Strecken in Zg geben, die sowohl in Z% als auch in Z7? oder Z; liegen. Allerdings kann
man die Strecken von Zg offensichtlich so aufspalten, dass Z%, Z7 und Z7 disjunkt
sind. Wir konnen also im Folgenden 0.B.d.A. annehmen, dass dies fiir jede Zerlegung
der Fall ist. Weiter beachte man, dass Z5, Z¢ und Z fiir ein festes j im Allgemeinen
nicht die gesamte Zerlegung iiberdecken miissen. Allerdings macht man sich leicht
klar, dass alle Strecken in Z, die nicht zu Z%, Z? oder Z} gehoren, iiberfliissig sind.
Es sind namlich gerade die Strecken in Z, deren Inneres vollstindig aulerhalb des
Inneren von Pg liegt.

Lemma 4.7 Es sei S := (po,p1,--.,Pn) €ine Stufenpolygonsequenz mit n > 2
und Pg das zugehdrige Stufenpolygon. Weiter sei Zg eine beliebige Zerlequng von Pg.
Dann gilt:

(i) Vk € {2,....,n—2}: || Z¢| > min{ak, br, (ax_1 + bk+1)},
(i1) 1Z5]) = min{ar, b },

(ii) || Z5_,|| > min{bn_l,an_Q}.

Beweis: Es sei Z := Zg eine Zerlegung von Ps. Weiter seien W), und Wy, Manhat-
tan-Wege zwischen py bzw. pry1 und pg, die in Z U Pg liegen.
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Wk €{2,...,n —2}* Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: Es gibt keinen Punkt aufler py, der sowohl in einer Strecke aus W}, als auch in
einer Strecke aus Wy, enthalten ist, d. h. es gilt V5§ € W}, : Vs € Wiy : 508 C {po}-
Dann muss Wy, offensichtlich mindestens die Distanz ay_; oder by in P{ zuriick-
legen. Analog muss Wj;; mindestens die Distanz a; oder byyq in PP zuriickle-
gen. Damit folgt mit Hilfe der Monotonie der a; bzw. der b; die Abschitzung
| Z2 |l > min{ag_1, bx} + min{ag, bpr1} > min{ay, by, (ar—1 + br+1) }-

2. Fall: Es sei r # pg ein Punkt, der sowohl in einer Strecke aus W}, als auch in einer
Strecke aus Wy enthalten ist (d. h. 35 € Wy, : 3§ € Wiy :r € 3N 8). Dar € Wy
und r € Wi,y gilt, folgt pg < r < . Nach Wahl von r existiert (mindestens) ein
Manhattan-Weg zwischen r und pg, der in Z U Pg liegt. Dieser muss mindestens die
Distanz (r® — p¥) oder (r¥ —pf) in P§ zuriicklegen. Weiter gibt es natiirlich Manhat-
tan-Wege W und W zwischen pr bzw. pro1 und r, die in ZU Pg liegen. Dabei miissen
die vertikalen Strecken in W mindestens die Distanz (¢! — 7¥) in P¢ zuriicklegen.
Analog miissen die horizontalen Strecken in W mindestens die Distanz (¢f — r*)
in P zuriicklegen. Man beachte dabei, dass alle von uns angegebenen Distanzen
von unterschiedlichen Strecken zuriickgelegt werden miissen. Zusammengefasst folgt
1ZEll = min{r® — pg, r¥ = pg} + (g — %) + (g — r¥) = min{gg — pg, qx — o} =
min{ag, bx} > min{ag, bg, (ax_1 + bry1)}-

ok = 1 Der Manhattan-Weg W), muss offensichtlich mindestens die Distanz ay
oder br1; in P¢ zuriicklegen. Daraus folgt bereits unsere gewiinschte Abschétzung.

»k = n—1% Der Manhattan-Weg W, muss offensichtlich mindestens die Distanz a;_1
oder by, in Pf zuriicklegen. Daraus folgt bereits unsere gewiinschte Abschiatzung. W

qo0 P
- S ............ pk‘
k—1,hor Wi
................ : pk—l—l
: qk
. .
: Wk+1
P;g o s Pn
: Sk—&—l,veré
Po dn

Abbildung 4.8: Zum Beweis von Lemma 4.7.

Das folgende Lemma macht — zusammen mit dem vorherigen Lemma — eine zentrale
Aussage tiber die Lange der Zerlegung, die der Algorithmus Zerlege berechnet. Hier
spielt zum ersten Mal die konkrete Auswahl von k im Algorithmus eine Rolle.

Lemma 4.8 FEs sei S := (po,p1,--.,Pn) €ine Stufenpolygonsequenz mit n > 2

und Ps das zugehdrige Stufenpolygon. Weiter seien die Werte k und Z°¢ definiert
wie im Pseudocode von Zerlege(S). Dann gilt:

(Z) ke {27 s, 2} = ||ZC|| < Qmin{aka bk;) (ak—l + bk:-l—l)}}
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(i) k=1 = |2°| :min{al,bQ},
(iii) k=n—1 = || 2¢| :min{bn,l,an,Q}.

Beweis: Wie k und Z°¢ seien auch M und m definiert wie im Pseudocode von
Zerlege(S ). Man erinnere man sich, dass a; < ... < a,_1 sowie by > ... > b,
gilt. Wir unterscheiden nach dem Zustandekommen von k:

M = 0% Es gilt kK = 1 und a; > b;. Daraus folgt ||Z¢|| = [[{saver}]| = b2 =
min{a, b }.

~m=n—1%Esgilt k =n—1und a,_1 < b,_;. Daraus folgt || Z°|| = ||{sn—2or }|| =
Ap—2 = min{bn—la a’n—Q}-

Jd<m<n—1 A a, > bp“ Esgilt K = m und a,, < b,. Falls m = 1 gilt,

so gilt || Z°|| = ||{s2ver}|| = b2 = min{aq,bo}. Falls s > m gilt, so gilt a,,—1 <
min{a,, by, (@m—1 + bms1)} und byy1 < minf{a,,, by, (m—1 + bins1)}. Daraus folgt
| 2] = [[{Sk=1hors Sk+1,ver || = ak—1 + b1 < 2min{ag, b, (ar—1 + bry1)}-

I < m<n—1 A an, < bp™ Esgilt £k = m+ 1 und a1 > by

Falls m = n — 2 gilt, so gilt k¥ = n — 1 und |29 = |[{Sshor}l| = @n-2 =
min{b,_1,a,_o}. Falls m < n—2 gilt, so gilt a,,, < min{a,41,bmi1, (@m +bpi2)} und
binte < min{ami1, i1, (@m + bmie)}. Daraus folgt || 2| = [[{Sk—1.hors Skt1ver || =
ap_1 + bk-i—l S 2min{ak, bk, (ak_l + bk+1)}. |

Nun haben wir alles beisammen, was wir fiir den Beweis der Faktor-2- Approximation
unseres Algorithmus benotigen.

Satz 4.9 FEs bezeichne Z(S) das Ergebnis des Algorithmus Zerlege(S) bei der Ein-
gabe S. Dann gilt:

VStufenpolygonsequenzen S : ¥ Zerlegungen Zs : || Z(S)| < 2||Zs]].

Beweis: Es sei S := (po, ..., pn) eine Stufenpolygonsequenz und Z := Zg eine Zer-
legung von Ps. Der Beweis wird per vollstdndiger Induktion iiber die Linge von S
gefiihrt.

n<2: Esgilt Z(S) =0 und damit [|Z(S)|| =0 <2||Z].

n > 2: Esseien k, Z°, Z° und Z" definiert wie im Pseudocode von Zerlege(S). Es
gilt also Z(S) = Z°U Z°U Z*. Wir werden || 2! < 2||Z}|| fiir | € {o,c,1} zeigen.
Damit folgt || Z|| < 2||Z]|.

»,I = m": Diese ist genau die Aussage, die man durch Kombination der beiden Lem-
mata 4.8 und 4.7 erhélt.

sl = 0“: Es gelte 0.B.d.A. k > 1 (sonst gilt Z° = () und wir sind fertig). Weiter
sei Pg das Stufenpolygon beziiglich S := (P, p1,...,pe—1). Es gilt |S| < |S]. Laut
Algorithmus ist Z° das Ergebnis des rekursiven Aufrufs von Zerlege(S). Nach der
Induktionsvoraussetzung gilt also || Z°| < 2||Z2||, denn Zy ist offensichtlich eine
Zerlegung von Ps.
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ol = 1" Es gelte 0.B.d.A. k <n —1 (sonst gilt Z* = () und wir sind fertig). Weiter
sei Py das Stufenpolygon beziiglich S := (Pyy1, Prsas - - - Pn). Es gilt | S| < |S]. Laut
Algorithmus ist Z* das Ergebnis des rekursiven Aufrufs von Zerlege(S). Nach der
Induktionsvoraussetzung gilt also || 27| < 2||Zf||, denn Z} ist offensichtlich eine
Zerlegung von Pg. ]

4.2.4 Eine O(nlogn)-Implementierung

Der im vorherigen Teil des Kapitels angegebene Pseudocode erlaubt — bis auf die
Bestimmung des Maximums der Menge M - eine kanonische Implementierung.
Wir ergénzen die noch fehlenden Angaben und zeigen, dass die Laufzeit der Im-
plementierung in O(nlogn) und ihr Speicherplatzbedarf in O(n) liegt. Dabei sei
S = (po,-..,pn) (n > 0) die Stufenpolygonsequenz, fiir die wir eine Zerlegung fin-
den wollen. Wir setzen voraus, dass S global zugénglich abgespeichert ist, sodass
auch die rekursiven Aufrufe des Algorithmus auf sie zugreifen kénnen. Wenn wir
im Folgenden von einem Aufruf von Zerlege(S) schreiben, so meinen wir damit den
initialen oder einen rekursiven Aufruf, wobei die Stufenpolygonsequenz S das iiber-
gebene Argument ist. Im Falle des initialen Aufrufs gilt also S = S.

Bei den Aufrufen des Algorithmus Zerlege( S ) ist es nicht notwendig, die Stufenpo-
lygonsequenz S explizit zu berechnen und zu iibergeben. Da alle Punkte in S auBer
dem Eckpunkt auch zu der urspriinglichen Stufenpolygonsequenz S gehéren und S
global zugénglich ist, geniigt es, den Eckpunkt und die Indizes des obersten und des
am weitesten rechts liegenden Punktes von S zu iibergeben. Die restlichen Punkte
lassen sich dann bei Bedarf bestimmen. Ein Aufruf des Algorithmus ist folglich in
konstanter Zeit moglich.

Es sei mun S := (pe,pr,...,pr) (1 <1 < 7 < n) die Eingabe eines Aufrufs des
Algorithmus, die — wie oben beschrieben — in der Form (p,,[,r) iibergeben wird.
Die Werte a; = pf — pZ und b; = pi,, —p¥ (I < j < r — 1) sind offensichtlich in
konstanter Zeit berechenbar. Sie werden aber nur bestimmt, wenn sie tatsdchlich
benotigt werden. Da a; < ... < a,_; sowie b; > ... > b, gilt, gilt auch a; — b; <
... < ap_1 — b._1. Folglich ist M genau dann die leere Menge, wenn a; — b; positiv
ist. Weiter kann man — falls M nicht die leere Menge ist — das Maximum m von M
finden, ohne M explizit berechnen zu miissen. Dazu bestimmt man mit bindrer Suche
den grofiten Index j € {I,...,r — 1}, fiir den a; — b; < 0 gilt. Die binére Suche hat
bekanntlich einen Zeitaufwand, der in O(logn) liegt. Dabei sei noch einmal betont,
dass nur die Elemente der Sequenz a; — b; berechnet werden, die bei der bindren
Suche betrachtet werden.

Die Teilmengen Z¢, Z° und Z" im Pseudocode von Zerlege wurden nur verwendet,
um die Korrektheit und die Faktor-2- Approximation leichter beweisen zu kénnen. Bei
der Implementierung kann man selbstversténdlich alle Strecken, die im Verlauf des
Algorithmus entstehen, in eine global zugéngliche Menge einfiigen. Diese kann z. B.
als Vektor oder als Liste implementiert werden, sodass das Einfiigen in konstanter
Zeit moglich ist. Dabei beachte man, dass die Zerlegung, welche der Algorithmus
liefert, hochstens so viele Strecken hat, wie es Punkte im Stufenpolygon gibt. Die
Grofle der Menge und damit der Speicherplatzbedarf des Algorithmus liegen also
in O(n).

Ein einzelner Durchgang des Algorithmus hat — ohne die rekursiven Aufrufe — eine
Laufzeit, die in O(logn) liegt, denn die Laufzeit der bindren Suche liegt in O(logn)
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und alles andere ist in konstanter Zeit berechenbar. Die Anzahl der Aufrufe des
Algorithmus liegt in O(n), denn wenn ein Punkt p; (1 < k < n — 1) in einem
Durchgang ausgewéhlt wird, so wird er in den rekursiven Aufrufen nicht mehr be-
trachtet. Insgesamt folgt, dass die angegebene Implementierung eine Laufzeit besitzt,
die in O(nlogn) liegt.

4.2.5 Eine O(n)-Implementierung

Fiir unsere Zwecke reicht eine Implementierung aus, deren Laufzeit in O(nlogn)
liegt. Der oben erwihnte Algorithmus ApproxMMN , in den unser Algorithmus ein-
gebettet ist, besitzt ndmlich sowieso — d. h. unabhéingig von unserem Algorithmus —
eine Laufzeit, die in O(nlogn) liegt. Wir geben trotzdem eine weitere Implementie-
rung an, deren Laufzeit in O(n) liegt. Sie unterscheidet sich nur an einer Stelle — der
Suche nach dem Maximum von M — von der O(nlogn)-Implementierung, erfordert
aber eine sorgfiltigere Abschétzung. Die grundséatzliche Idee der O(n)-Implementie-
rung stammt aus [LO96], allerdings ist unser Beweis leichter versténdlich.

Eine erste Beobachtung ist, dass man ein Element in einer (geordneten) Sequenz
der Grofle k per exponentieller Suche auch mit einem Zeitaufwand finden kann, der
in O(log j) liegt. Dabei ist 7 € {1, ..., k} die Position des gesuchten Elementes. Dazu
startet man am Anfang der Sequenz und geht so lange in 2-er-Potenz-Schritten nach
oben, bis man das gesuchte Element gefunden oder iibersprungen hat. Danach wen-
det man eine binére Suche an, die allerdings nur in dem Bereich sucht, der im letzten
Schritt {ibersprungen wurde (siehe z. B. [Man89, Kapitel 6.2]). Man beachte, dass j
natiirlich a priori unbekannt ist. Analog zu der eben beschriebenen Methode kann
man auch am oberen Ende der Sequenz beginnen und sich nach unten vorarbeiten.
Die Laufzeit dieser Variante der exponentiellen Suche liegt dann in O(log(k—j+1)).

Der eigentliche ,, Trick” besteht nun darin, die beiden gerade beschriebenen Varian-
ten der exponentiellen Suche parallel auszufiihren, bis eine von ihnen erfolgreich ist.
Wir bezeichnen diese kombinierte Suche als Parallelsuche. Thre Laufzeit liegt offen-
sichtlich in O(log(min{j, k — j + 1})). Unsere O(n)-Implementierung erhalten wir
dadurch, dass wir die normale Binérsuche in der O(n logn)-Implementierung durch
die Parallelsuche ersetzen. Ansonsten werden keine weiteren Anderungen vorgenom-
men.

Nun zeigen wir, dass die Laufzeit unserer O(n)-Implementierung tatséchlich in O(n)
liegt. Dazu fithren wir als erstes eine Funktion 7" ein, die rekursiv definiert ist.

Definition 4.10 Die Funktion T : N — R sei folgendermafen definiert:

T(n) := max {T(j —1)+T(n—75-1) +10g2(min{j,n —jr+ 1)}

1<j<n—1

(n>2).

Die Laufzeit unserer Implementierung wird durch die Funktion 7" beschrankt. Dabei
hingt die Eingabe von T nur von der Lénge des Stufenpolygons ab, welches die
Eingabe des Algorithmus ist.
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Satz 4.11 FEs bezeichne NoOfSteps(S) die Anzahl der Rechenschritte, die die O(n)-
Implementierung ber der Fingabe S in unserem Rechnermodell bendtigt. Dann gilt:

VStufenpolygonsequenzen S mit n := |S| — 1 > 0 : NoOfSteps(S) < T'(n).

Beweis: Es sei S eine Stufenpolygonsequenz mit n := |S| — 1 > 0. Wir fithren den
Beweis per vollstédndiger Induktion iiber n.

n < 2 : In diesem Fall ist die Laufzeit offensichtlich konstant. Wir diirfen also
0.B.d.A. annehmen, dass der Algorithmus in unserem Rechnermodell nur einen Re-
chenschritt bendotigt.

n>2: Esseije€{l,...,n— 1} die Position des — per Parallelsuche gefundenen
— Elementes, an dem S (im ersten Durchgang des Algorithmus) ,aufgeteilt” wird.
Nach den obigen Bemerkungen hat der erste Durchgang des Algorithmus ohne die
rekursiven Aufrufe eine Laufzeit, die in O(log(min{j,(n — 1) — j + 1})) liegt. Wir
diirfen also 0.B.d.A. annehmen, dass der Algorithmus in unserem Rechnermodell
log,(min{j,n — j} + 1) Rechenschritte bendtigt, wenn man die rekursiven Aufrufe
nicht mitzéhlt. Das hintere ,,+1“ wurde dabei hinzugefiigt, damit die Anzahl der
Rechenschritte immer positiv ist. Die beiden rekursiven Aufrufe im Algorithmus
brauchen nach der Induktionsvoraussetzung hochstens 7'(7 — 1) bzw. T'(n — j — 1)
Rechenschritte. Es gilt genau dann j — 1 = 0, wenn der entsprechende rekursive
Aufruf nicht ausgefithrt wird (analog fiir n — j — 1). Aus diesem Grund haben wir
T(0) := 0 gesetzt. Addiert man alle Rechenschritte zusammen, so folgt die Behaup-
tung. |

Fiir die Funktion 7" kénnen wir zeigen, dass sie in O(n) liegt. Dies liefert uns die
gewiinschte Abschéitzung der Laufzeit unserer Implementierung.

Satz 4.12 FEs gilt T'(n) < <2n—10g2(n+2) + 1). Damit liegt die Laufzeit der O(n)-

Implementierung in O(n), wobei n + 1 die Lange der Eingabe ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis per vollstdndiger Induktion iiber n.
n=0:T(0) =0 < (0—log2(0+2)+1> ~0
n=1:T(1) =1 < (2 “logy(1+2) + 1) - (3 - log2(3)>
n=2:T(2) =1 < (4—log2(2+2)+1> =3
n > 2 : Wir definieren fir j =1,...,n — 1:
Uj) =TG- +Tn—75—-1)+ log2<min{j,n —Jjr+ 1)
Es gilt T'(n) = maxi<;j<,—1{U,(j)}. Man rechnet leicht nach, dass U, (j) = U,(n—j)
fir alle j € (1 < j < n — 1) gilt. Folglich reicht es zu zeigen, dass U, (j) < (2n —

logy(n +2) + 1 fiir alle j € {1,...,[(n—1)/2]} gilt. Dabei sei [z] := min{m € N |
m > z} die GauBlsche Funktion.
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Es sei also j € {1,...,[(n —1)/2]}. Dann gilt:

Un(j) = T(j = 1)+ T(n—j = 1) +logy (min{j,n — j} +1)

< T-—1D)+Tn—j7—1)+1logy(j+1)

< (26 = 1) = logy((i = 1) +2) +1) +
(2(n—j—1)—log2((n—j—1)—i—2)—|—1> +
log,(j + 1)

= (2n—2—log2n—j—i—1))

(*g) (Qn—log2 — log, <n42rl>>

- (2n log, ( 2n+2))

< (Qn log, n+2))

< (2n—10g2 n+2)+1)

Dabei folgt (*) aus der leicht einsehbaren Ungleichung

-1 nt2 1
n—j+12n—[n2 -‘+1>{ falls n gerade }>n+

22 falls n ungerade 2



5. Approximative Manhattan-
Netzwerke fiir einen Spezialfall

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns etwas ausfiihrlicher mit dem Algorithmus Ap-
proxMMN. Wie bereits erwahnt, approximiert er minimale Manhattan-Netzwerke,
wobei er einen Approximationsfaktor von 3 besitzt. Seine Laufzeit liegt in O(n logn).
Wir zeigen, dass der Algorithmus fiir Mengen, deren Punkte alle auf dem Rand ihrer
Pareto-Hiillen liegen, sogar ein Manhattan-Netzwerk liefert, welches hochstens zwei-
mal die Linge einer minimalen Losung hat. Mengen mit dieser Eigenschaft nennen
wir Hillenmengen. Genau genommen muss der Algorithmus dazu leicht modifiziert
werden. Allerdings sind diese Anderungen von geringer Natur, seine wesentlichen
Eigenschaften — insbesondere die Laufzeit und der ,normale” Approximationsfaktor
— bleiben dabei erhalten.

Zum Verstandnis dieses Kapitels ist eine sehr gute Vertrautheit mit dem Arti-
kel [BWWO04a] unbedingt notwendig. Wir werden einzelne Stellen aus dem Beweis
der Faktor-3-Approximation gezielt verdndern und dabei von den zusétzlichen FEi-
genschaften der Hiillenmengen Gebrauch machen. Aus diesem Grunde benutzen wir
die Bezeichnungen und Definitionen aus [BWWO04a], ohne sie erneut formell zu de-
finieren.

Im ersten Teil erklaren wir, was orthokonvexe Mengen sind und wie die Pareto-
Hiille einer endlichen Menge von Punkten definiert ist. Der zweite Teil beschreibt
die Anderungen, die wir an dem Algorithmus ApprozMMN vornehmen. Wir wer-
den zeigen, dass die Modifikationen die wesentlichen Eigenschaften des Algorithmus
nicht verdndern. Im letzten Teil fithren wir schlieflich den Beweis, dass der Appro-
ximationsfaktor des Algorithmus auf Hiillenmengen 2 ist.

5.1 Hiillenmengen

Wir beginnen mit der Definition von orthokonvex. Eine Menge M von Punkten ist
orthokonvex, falls der Schnitt von M mit einer beliebigen horizontalen oder verti-
kalen Geraden leer oder zusammenhéngend ist. Aulerdem muss es zwischen je zwei
Punkten aus M einen Manhattan-Weg geben, der vollsténdig in M liegt. Etwas
formeller:
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Definition 5.1 Eine Menge M C R? ist orthokonvex, wenn gilt:
(Z) vywrhx? eR: <<x17y> € M/\(ZQ’y) € M) = (vz € [x17x2] : (Z,’y) € M>7

(ii) Ya,y1,y2 € R : ((x,yl) € MA(x,ys) € M) — (Vz € [y, y0] : (x,2) € M),

(ii) Vp,qg € M,p# q:3IMW W, ,:Vse W,,:s C M.

Abbildung 5.1 zeigt zwei Beispiele und ein Gegenbeispiel fiir orthokonvexe Mengen.
Der Schnitt zweier orthokonvexer Mengen ist im Allgemeinen nicht orthokonvex. Als
Beispiel betrachte man den Schnitt der Mengen aus Abbildung 5.1 (a) und (b), der
nur aus den beiden Punkten p und ¢ besteht (die Menge in Abbildung 5.1 (a) sei
offen). Folglich ist Bedingung (iii) aus Definition 5.1 fiir den Schnitt nicht erfiillt.
Fordert man fiir orthokonvexe Mengen nur die ersten beiden Bedingungen aus Defi-
nition 5.1, so sind orthokonvexe Mengen unter dem Schnitt abgeschlossen. Allerdings
wiare diese relaxierte Definition fiir uns ungeeignet.

.q liq .q

(a) ok (b) ok (¢) nicht ok

Abbildung 5.1: Beispiele fiir (nicht) orthokonvexe (ok) Mengen.

Da orthokonvexe Mengen unter dem Schnitt nicht abgeschlossen sind, lédsst sich die
orthokonvexe Hiille einer Menge M nicht ,;wie iiblich“ als Schnitt aller orthokonvexen
Mengen, die M enthalten, definieren. Es gibt aber eine beziiglich M ausgezeichnete
orthokonvexe Menge, die Pareto-Hiille von M. Zur Erinnerung: d(p,q) bezeichnet
den Abstand zweier Punkte p und ¢ beziiglich der /;-Norm.

Definition 5.2 (Pareto-Hiille) FEs sei M eine Menge von Punkten. Ein Punktp €
R? ist effizient beziiglich M, wenn gilt:

Vg € R*: (EIT e M :d(p,r) <d(qg,r) V VYreM:d(p,r) §d(q,r)>.

Die Pareto-Hiille Py, von M ist die Menge aller beziiglich M effizienten Punkte.

Ein Punkt p ist effizient beziiglich M, wenn es keinen Punkt ¢ gibt, der die beiden
folgenden Eigenschaften hat: Jeder Punkt in M ist héchstens so weit von ¢ entfernt,
wie er von p entfernt ist und es gibt einen Punkt in M, der echt ndher an ¢ als an p
liegt.
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Die Bestimmung der Pareto-Hiille per Hand ist nicht ganz einfach. Es empfiehlt
sich daher, die Beispiele in Abbildung 5.2 einmal in aller Ruhe zu verifizieren.
Aus [CNVO04] und den dort angegebenen Referenzen ist bekannt, dass die Pareto-
Hiille immer orthokonvex ist.

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 5.2: Beispiele fiir Pareto-Hiillen.

Wie in der Einleitung erwéhnt, interessieren wir uns fiir endliche Mengen M, deren
Punkte alle auf dem Rand der Pareto-Hiille von M liegen. Die Bedingung ist in dieser
Formulierung allerdings wenig handlich. Deshalb fordern wir bei der Definition der
Hiillenmengen eine auf den ersten Blick vollig andere Eigenschaft, die fiir die spéteren
Beweise viel praktischer ist. Es stellt sich jedoch heraus, dass beide Bedingungen
dquivalent sind. Zur Erinnerung: Q(p,i) fiir i € {1,2,3,4} ist — wie in [BWWO04a]
definiert — der i-te abgeschlossene Quadrant mit dem Ursprung p.

Definition 5.3 (Hiillenmenge) Eine endliche Menge M C R? ist eine Hiillen-
menge, wenn gilt:

Vpe M :3ie{l1,2,3,4} : [(Q(p,i)) N M = 0.

Eine Hiillenmenge M darf also keinen Punkt p besitzen, der von allen vier Seiten
von Punkten aus M, die nicht auf gleicher Hohe oder Breite wie p liegen, umgeben
ist. In Abbildung 5.3 sind zwei Beispiele und ein Gegenbeispiel fiir Hiillenmengen
angegeben.

(a) HM (b) HM (c) keine HM

Abbildung 5.3: (Gegen-)Beispiele fiir Hiillenmengen (HM).
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Der néchste Satz zeigt wie versprochen, dass die Hiillenmengen genau diejenigen
Mengen sind, deren Punkte alle auf dem Rand ihrer Pareto-Hiille liegen.

Satz 5.4 FEs sei M eine endliche Menge von Punkten. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge M liegt auf dem Rand threr Pareto-Hiille, d. h. es gilt M C OP)y.
(11) Jorthokonveres K CR? : M C OK.

(iii) M ist eine Hiillenmenge.

Beweis: (siehe auch Abbildung 5.4)
(1) = (i1)*: Die Menge Py ist orthokonvex (siche [CNV04]).

,(i1) = (4i1)*: Es sei K C R? eine orthokonvexe Menge, auf deren Rand alle Punkte
aus M liegen. Wir nehmen an, dass M keine Hiillenmenge ist, und fiihren dies zum
Widerspruch. Dann gilt:

I, g1, € M Vie{l,... 4} g€ (I(Q(p,i))ﬂM)

Wir setzen [ := (max (g3, ¢5), max(q¥, ¢})) und r := (min(qf, ¢f ), min(g3s, ¢} )). Weiter
sei A:={teR?|1<t<r} Esgilt peI(A). Wir zeigen, dass A eine Teilmenge
von K ist. Folglich kann p nicht auf dem Rand von K liegen, was ein Widerspruch
zur Voraussetzung ist. Dazu sei t ein Punkt in A. Da K orthokonvex ist, gibt es einen
Manhattan-Weg W, zwischen ¢, und ¢3 und einen Manhattan-Weg W5 zwischen ¢,
und ¢4, die beide vollstandig in K liegt. Da ¢5 <tV < ¢ gilt, existiert ein u; € W
mit u} = t¥. Analog existiert ein uy € Wy mit uj = ¢¥. Weiter gilt uf < 1%, r¥ < ul
und damit u{ < ¥ < wuj. Folglich ist auch ¢ in K enthalten, denn K ist orthokonvex.

,(111) = (1) Es sei p ein Punkt aus M. Da M nach Voraussetzung eine Hiillen-
menge ist, gibt es ein ¢ € {1,...,4}, sodass [(Q(p,t)) N M = ( gilt. Es gelte 0.B.d.A.
t = 1. Wir zeigen, dass p,. := (p* + €, p¥ + ¢€) fiir geniigend kleine € > 0 nicht effizient
beziiglich M ist. Daraus folgt, dass es in jeder Umgebung von p einen Punkt gibt,
der nicht in P, liegt. Da p in Py, enthalten ist, enthélt jede Umgebung von p tri-
vialerweise einen Punkt aus P,,. Folglich liegt p auf dem Rand von P,;. Es sei € > 0
so klein gewdhlt, dass es keinen Punkt ¢ € M mit p* < ¢* < p¥ oder p¥ < ¢¥ < p?
gibt (M ist endlich). Um zu zeigen, dass p, nicht effizient beziiglich M ist, weisen
wir nach, dass unser Punkt p keine der beiden — durch ,,oder* verkniipften — Bedin-
gungen in Definition 5.2 erfiillt. Dies ist dquivalent dazu, dass p die beiden negierten
Bedingungen erfiillt. Wir zeigen also Folgendes:

(1) Yr € M :d(pe,r) > d(p,7r),
(2) Ir e M :d(pe,r) > d(p, 7).

Es gilt d(p., p) = 2¢ > d(p,p) = 0. Daraus folgt — mit p = r — die zweite Bedingung.
Fiir den Nachweis von (1) sei 7 ein Punkt aus M. Wir unterscheiden drei Fille.
Falls r < p. gilt, so gilt nach Wahl von € auch r < p. Daraus folgt sofort d(p.,r) =
d(p,r) + 2¢ > d(p,r). Falls ¥ > p¥(> p¥) gilt, so gilt auch r* < p*(< p¥), denn
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. q1
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(a) Zur Indikation ,,(i7) = (41)“. (b) Zur Indikation ,,(#i7) = (4)%.

Abbildung 5.4: Zum Beweis von Satz 5.4.

I[(Q(p,1)) N M ist nach Voraussetzung die leere Menge. Damit gilt d(p.,r) = (r¥ —
P+ =) =" = (¥ +€) + (" +e—r") = (! —p) + (p" — ") = d(p,7).
Falls letztlich »* > p? gilt, so gilt auch r¥ < p¥ und der Beweis verlduft analog zum
zweiten Fall. |

Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir mehrmals einige Schlussfolgerungen
verwenden, die vielleicht nicht sofort einsichtig sind. Deshalb formulieren wir sie als
Lemmata. Das erste Lemma betrachtet zwei Punkten p und ¢ in P, die nicht auf einer
Hohe liegen, und besagt: Alle horizontalen Geraden, die — beziiglich der y-Achse —
zwischen p und ¢ liegen, schneiden ein Rechteck aus Ry, welches — beziiglich der
x-Achse — zwischen p und ¢ liegt.

Lemma 5.5 FEs seien p und q zwei Punkte aus der Menge P mit p¥ # ¢¥. Weiter
bezeichne g, die horizontale Gerade, die den Punkt y enthdlt. Wir definieren x; :=

min{p®, ¢"}, @, := max{p”, ¢"}, y := min{p¥, ¢} und y, := max{p?, ¢'}. Es gill:
vy € [yhyr] :dR € 7?’ver : @ ?A Gy NR - [I],l’r] X {y}

Beweis: Es gelte 0.B.d.A. p* < ¢*. Wir nehmen auflerdem p¥ < ¢¥ an, der Fall
pY > ¢Y verlauft analog. Zuerst fithren wir eine lineare und strikte Ordnung ein:

r<s &= r"<s" Vv (r”ﬁzsx/\ry<sy> (r,s € R?).

,=“ ordnet die Punkte in R? nach ihren az-Koordinaten und bei Gleichheit nach
ihren y-Koordinaten, insbesondere gilt p < ¢. Es sei (ry,...,7r,) mit r; < r
(i =1,...,m — 1) die geordnete Sequenz aller Punkte aus P, die (beziiglich ,,<")
zwischen p und ¢ liegen, d. h.es gilt {r € P | p<r <q} ={ry,...,rn}. Wir fithren
den Beweis per vollstdndiger Induktion iiber die Lénge m der Sequenz (siehe auch
Abbildung 5.5).

m = 0 : Nach den Voraussetzungen gilt p¥ < ¢¥. AuBerdem gibt es keinen Punkt
in P, der (beziiglich ,,<*) zwischen p und ¢ liegt. Man priift leicht nach, dass in diesem
Fall (p, q) in Z liegen muss. Also liegt BBox(p, ¢) in Ryer, was unsere Behauptung
beweist.
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m > 0 : Nach der Induktionsvoraussetzung gilt die Behauptung fiir die beiden
Punkte r; und ¢. Wir machen eine Fallunterscheidung beziiglich der Hohe von r;.
Falls 7! < p¥ gilt, so muss nach der Definition von ,,<“ auch r§ > p* gelten. Damit
gilt [pY,¢¥] C [rY,¢Y] und [p*, ¢*] 2 [r{, ¢"]. Die Behauptung folgt also direkt aus
der Induktionsvoraussetzung. Falls p¥ < r!{ < ¢¥ gilt, so gilt auch p* < r¥ < ¢*.
Die Behauptung folgt dann fiir y € [r{,¢¥] aus der Induktionsvoraussetzung und
fir y € [p¥,r}] wie im Fall m = 0. Falls r{ > ¢¥ gilt, so gilt auch p* < r{ < ¢* und

die Behauptung folgt wie im Fall m = 0. [ |
oq
q q T
)
P De o 1
T1 p D
(a) m =0 (b) r{ <p (c) p¥ <r{ < ¢ (d) r{ > ¢

Abbildung 5.5: Zum Beweis von Lemma 5.5.

Zu Lemma 5.5 gibt es natiirlich eine ,duale” Schlussfolgerung, die analoge Aussagen
iiber vertikale Geraden und Rechtecke aus Ry, macht. Eine unmittelbare Folgerung
aus Lemma 5.5 ist, dass (in der Situation von Lemma 5.5) alle horizontalen Geraden,
die — beziiglich der y-Achse — zwischen p und ¢ liegen, ein Segment aus Cy., schneiden,
welches — beziiglich der x-Achse — zwischen p und ¢ liegt.

Das néchste Lemma charakterisiert die in [BWWO04a] definierten Zusammenhangs-
komponenten. Zuvor erinnern wir jedoch noch kurz an einige Begriffe aus [BWWO04a]
(siehe auch Abbildung 5.7). Dazu sei A eine Zusammenhangskomponente aus §(q, t)
fir ¢ € Pund t € {1,2,3,4}. Wir beschrénken uns auf den Fall ¢ = 1. Weiter sei
ANP =A{p1,...,pp} mit pf <pf, (i=1,...,m—1). Es gilt vs := p;.ynbor[3], wo-
bei vy wohldefiniert ist. Der Punkt wy ist definiert als der (eindeutige) horizontale
Vorgénger von vy. Das von vy und w, aufgespannte Rechteck R := BBox(v4,wa)
liegt in Ryor und begrenzt A in Richtung von gq.

Lemma 5.6 Es seien v und w zweir Punkte mit v* < w”® und v¥ < wY. Weiter
sei A eine Zusammenhangskomponente aus §(q,t) firq € P undt € {1,2,3,4}. Die
Punkte vy und wy seien definiert wie in [BWWO04a/. Es gelte {v,w} = {va,wa}.
Weiter sei R := BBox(v,w). Dann gilt:

(i) Entweder es gilt t = 1, vy = v und wa = w oder es gilt t = 3, va = w und
Wp = 0.

(ii) Firt=1 (t =3) liegt A oberhalb (unterhalb) von R.
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Beweis: Nach der Definition von v, und w4 gilt allgemein

e t=1 — v} <wj

S
e
IN
g
:EQE

ot =2 — v} >uwj

ot =3 = v} >uwj

> > > >
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o t=4 = v} <wy
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g
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Nach der Voraussetzung gilt entweder v4 = v und wy = w oder aber vy = w und
wy = v. Macht man sich leicht klar, dass beide Moglichkeiten fiir t = 2 und t = 4
wegen v¥ < w” und v¥ < wY nicht moglich sind. Fiir ¢ = 1 gilt offensichtlich vy = v
und wy = w und fiir ¢ = 3 gilt v4 = w und ws = v. Dies beweist (i). In beiden
Féllen gilt R = BBox(va,w4). Mit der Definition von v4 und w4 und den Aussagen
aus (i) folgt damit (ii). [ |

Wenn man in Lemma 5.6 0¥ > wY“ anstelle von 0¥ < w¥“ fordert und ,t = 1%
durch ,t = 2“ sowie ,t = 3 durch ,t = 4“ ersetzt, so behélt das Lemma seine
Giiltigkeit. Die Beweise verlaufen vollstdndig analog.

5.2 Anderungen am Algorithmus ApproczMMN

Wir miissen den Algorithmus an drei Stellen leicht modifizieren, damit sein Approxi-
mationsfaktor auf Hiillenmengen 2 ist. Dabei werden die wesentlichen Eigenschaften
des Algorithmus — die Laufzeit und der Approximationsfaktor auf allgemeinen In-
stanzen — nicht verdndert. Zur visuellen Erklirung der Modifikationen dienen die
Abbildungen 5.6, 5.7 und 5.8.

Anderung 1: Es sei N; berechnet wie bisher. Wir betrachten jeweils zwei Punkte p
und ¢ aus P, fir die {p, q} sowohl in Z,., als auch in Z},, enthalten ist. In diesem
Fall ist das Rechteck R := BBox(p, ¢) nicht degeneriert und liegt in Rye; und in Ryy.
Wir werden N, so modifizieren, dass unter gewissen Bedingungen — die im Folgenden
beschrieben werden — keine Segmente aus S in R liegen. Diese Eigenschaft werden wir
spater bei den Abschétzungen der Linge unseres Manhattan-Netzwerkes ausnutzen.

Nach der Konstruktion von N liegt jeweils einer der vertikalen bzw. horizontalen
Rénder von R in Cye bzw. in Cp,.. Wir wollen sie s, und s, nennen. Wir erklédren
das Vorgehen fiir den Fall p* < ¢® und p¥ > ¢, die anderen Félle gehen analog.
Es sei p' :== (p*,¢¥) und ¢ := (¢%,pY). Falls I(Q(p’,1)) N P = ( gilt, so ersetzen
wir die Segmente s, und s, durch Seg [p,p'] bzw. Seg[p/, ¢]. Dabei dndern sich die
Gesamtlingen von Cye, und von Ci,, nicht. Aulerdem entfernen wir die Segmente
in S, die fiir die Verbindung zwischen p und ¢ zusténdig waren, da sie offensichtlich
nicht mehr gebraucht werden. Aus der Wahl von p und ¢ und den Voraussetzungen
folgt, dass es keinen Punkt » € R? mit * > p® und r¥ > p¥ gibt. Dies garantiert, dass
wir keine Segmente entfernen, die auch auf dem Rand anderer Rechtecke aus Rye
bzw. Ry liegen. Folglich ist Cpo, weiterhin ein (schones) MHC. Weiter kann es
keinen Punkt ¢ € R? mit t¥ > ¢¥ und t* > ¢* geben. Damit ist auch Cy. weiterhin
ein (schones) MVC. Falls I(Q(¢,3)) N P = 0 gilt und der erste Fall nicht erfiillt ist,
so verfahren wir analog. Ist keiner der beiden Bedingungen erfiillt, so werden keine
Anderungen vorgenommen.
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Abbildung 5.6: Illustration zur Anderung 1 des Algorithmus.

Zur Implementierung: Die Menge N; wird wie bisher berechnet, danach werden die
Anderungen vorgenommen. Die Anzahl der Paare von Punkten aus P, die in Zye
und Zy, enthalten sind, liegt in O(n). Die Bedingungen fiir die einzelnen Anderungen
sowie die Anderungen selbst kénnen fiir jedes Paar in konstanter Zeit gepriift bzw.
bewerkstelligt werden. So ist z. B. die Uberpriifung, ob I(Q(¢’,3)) leer ist, mit den
bereits berechneten Zeigern xnbor und ynbor fiir p bzw. ¢ moglich. Demzufolge liegt
die Laufzeit von Anderung 1 in O(n). Alternativ ist es auch moglich, die Anderungen
direkt in die Konstruktion von N; einzubauen.

Die beiden folgenden Anderungen werden fiir jede Zusammenhangskomponente A
aus 0(q,t) fir ¢ € Pund t € {1,2,3,4} vorgenommen. Wir erkliaren die Modifikatio-
nen fiir den Fall ¢ = 1, die anderen Fille verlaufen analog. Es sei ANP = {p1,...,pm}
mit pf < pf, (i =1,...,m —1). Wir definieren p4 als den (eindeutigen) vertika-
len Nachfolger von ¢. (In [BWWO04a] heifit dieser Punkt py. Wir wollen jedoch die
Abhéngigkeit von A betonen.)

Anderung 2: Die Punkte w := w4, v := v4 und ¢ seien definiert wie in [BWW04a]
(siehe auch Abbildung 5.7). Wegen ¢ = 1 gilt definitionsgeméfl v* < w® und v¥ < w?.
Es gelte sogar v¥ < wY, im Falle v¥ = w? nehmen wir keine Anderungen vor. Es
seien s, und s, die (Teil-)Segmente aus C", die auf dem Rand von R = BBox(v, w)
liegen und inzident zu v bzw. w sind. (R ist nach Wahl in Ry, enthalten). Weiter sei s
das Segment aus &, welches in R liegt und w und v miteinander verbindet. Falls s
nicht existiert, so fiigen wir es in S ein. Dabei bleiben die bisherigen Abschétzungen
beziiglich S erhalten. Es gibt also ein x € R mit v* < z < w®, sodass gilt:

sy = Seg [v, (z,vY)], sy = Seg[(z,wY),w] und s = Seg [(z,v), (z,w")].

Falls (i) w.xnbor [3] = ¢, (i7) I(Q(w,4)) N P = () und (iii) x > p% gilt, so ersetzen
wir s, durch das Segment Seg [v, ca], s, durch Seg [g4,w] und s durch Seg[ca, qa].
Dabei dndern sich die Gesamtldngen von Cp,, und von S nicht. Aus (i) und (i) folgt
insbesondere, dass es keinen Punkt » € P mit ¥ < ¢ und r* > ¢% gibt. Folglich
ist Cpor weiterhin ein (schones) MHC. Da R nach Wahl nicht in Ry, enthalten sein
kann, operieren Anderung 1 und 2 auf unterschiedlichen Rechtecken, sie sind also
unabhéngig voneinander. Als Néchstes zeigen wir per Widerspruch, dass die einzel-
nen Modifikationen in Anderung 2 sich nicht gegenseitig beeinflussen. Dafiir nehmen
wir an, dass die drei Bedingungen erfiillt sind und dass es eine von A verschiedene
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Zusammenhangskomponente A aus einer der Mengen §(g, t) gibt, fiir welche die oben
genannten drei Bedingungen ebenfalls erfiillt sind und {vz,w;} = {v,w} gilt. Da
nach Voraussetzung v* < w® und v¥ < w? gilt, folgt mit Lemma 5.6 (i), dass t = 1
oder ¢t = 3 gelten muss. Bedingung (i) schlieBt ¢ = 1 aus, denn sonst miisste ¢ = ¢
gelten, was nicht moglich ist. Also muss ¢ = 3 gelten. Somit gilt vz = w und wz = v.
Wegen wj.xnbor [1] = g (der ersten Bedingung fiir ¢ = 3) muss ¢© < p% gelten.
Damit kann aber Bedingung (i47) fiir A (fiir ¢ = 3 ist dies z < p%) nicht erfiillt sein,
denn es gilt p% < ¢" < pj <=z.
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Abbildung 5.7: Illustration zur Anderung 2 des Algorithmus.

Anderung 2 wird ausgefiihrt, nachdem die Zusammenhangskomponenten von Aj
bestimmt wurden. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten liegt in O(n), da
die Anzahl der Paare aus Zg,.qa in O(n) liegt. Die Bedingungen fiir die Anderun-
gen sowie die Anderungen selbst kénnen fiir jede Zusammenhangskomponente in
konstanter Zeit gepriift bzw. bewerkstelligt werden. Demzufolge liegt die Laufzeit
von Anderung 2 in O(n). Wie schon erwihnt, gibt es keine Wechselwirkungen mit
Anderung 1.

Die ersten beiden Anderungen betreffen lediglich die Menge N, nachdem diese in
Phase I des Algorithmus wie bisher berechnet wurde. Dabei bleiben die wesentlichen
Eigenschaften von N; — wie bereits erldutert — erhalten. Folglich haben die Ande-
rungen keinen negativen Einfluss auf den restlichen Algorithmus. Alle Aussagen und
Beweise bleiben erhalten. Insbesondere sind die ersten beiden Anderungen vollstin-
dig unabhingig von der dritten Anderung. Wenn wir ab jetzt von der Menge N;
sprechen, so meinen wir die von Anderung 1 und 2 modifizierte Menge.

Anderung 3: Mit der Notation von Anderung 2 definieren wir die drei Punk-
te ga == (p7,d%), ¢a = (pf,c4) und G4 := (pf,pY,) sowie das Segment §, :=
Seg [Ga, ¢a]. Weiter definieren wir p, == (p#,pl,,) (i = 1,...,m — 1) und A =
A\ (BBox(qa, p1) UBBox(qa, pm)). Man beachte, dass auch A ein Stufenpolygon ist
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und dass p; und py, nicht mehr auf dem Rand von A liegen. Falls m echt kleiner als 3
ist, so ist A die leere Menge. Wir nehmen die folgenden Anderungen am Algorithmus
vor:

(i) Anstelle von A\ |J N, fiigen wir in Phase IT die Mengen dA\ | Ny, Seg [Ga, 4]
und — falls m > 1 gilt — (Seg [p1, pi] U Seg [pm, Ph_1]) \ U N1 zu N, hinzu.

(ii) Es sei z, s,,, Su, und s definiert wie in Anderung 2. Anstelle des Segments s 4
fiigen wir das Segment §4 ein. Allerdings nur, falls ¢4 < x gilt (d. h. falls 54
echt links von s liegt) und falls 54 nicht schon in N; enthalten ist.

(iif) In Phase III sorgen wir dafiir, dass die Punkte auf dem Rand von A mit g4 ver-
bunden werden (anstatt die Punkte auf dem Rand von A mit ¢4 zu verbinden).
D. h. wir wenden den Algorithmus Zerlege auf A an.
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Abbildung 5.8: Illustration zur Anderung 3 des Algorithmus.

Es ist leicht einzusehen, dass das Ergebnis des modifizierten Algorithmus im-
mer noch ein Manhattan-Netzwerk beziiglich P ist. Auch die Laufzeit liegt of-
fensichtlich weiterhin in O(nlogn). Allerdings ist Ny im Allgemeinen keine Teil-
menge mehr von Ajp. Deshalb definieren wir 5 (q,t) als die Vereinigung aller Men-
gen A, fiir welche die entsprechende Menge A eine Zusammenhangskomponente
in 5(q, t) ist. Wegen der Definition von A ist 5(q, t) eine Teilmenge von d(q,1).
Deshalb ist Lemma 7 aus [BWWO04a] auch fiir §(q,t) giiltig. Weiter definieren wir

Ut€{1234} UpEP (q, ) und ./412 = R \A3 Es gllt A3 C .A3 und ./412 D .A12
Man pruft leicht nach, dass N; C A12, Ny C A12 und N3 C Ag gilt. Verwendet man
nun fiir den Beweis des Approximationsfaktors aus [BWWO04a] die Mengen A, A,
und & (q,t) anstelle von A9, A3 und 6(q,t), so lisst sich der Beweis nach wie vor
fithren. Anderung 3 garantiert uns Folgendes: Falls eine horizontale Gerade zwei
Segmente schneidet, die wihrend der Bearbeitung von A in N, eingefiihrt wurden,
so liegt diese Gerade zwischen p, und p,,.

Wir fassen zusammen: Der durch Anderung 1, 2 und 3 modifizierte Algorithmus
hat die gleiche Abschétzung der Laufzeit und den gleichen Approximationsfaktor
wie der urspriingliche Algorithmus. Selbst die Beweise dieser Eigenschaften bleiben
(im Wesentlichen) gleich.



5.3. Der Beweis der Faktor-2-Approximation 39

5.3 Der Beweis der Faktor-2-Approximation

Wir kommen nun zu der zentralen Aussage dieses Kapitels. Sie besagt, dass der mo-
difizierte Algorithmus ApproxMMN —im Folgenden als der Algorithmus bezeichnet —
auf Hiillenmengen einen Approximationsfaktor von 2 besitzt. Da der Algorithmus fiir
beliebige Mengen als Eingabe nur einen Approximationsfaktor von 3 garantiert, miis-
sen wir im Beweis die Eigenschaften der Hiillenmengen ausnutzen. Es sei P also im
Weiteren eine Hiillenmenge. Der Beweis des Approximationsfaktors aus [BWW04a]
beweist im wesentlichen die folgenden Abschétzungen:

(1) |N3| S 2|Noptm~/43|7

(if) [N1] < [Nopt N Asz| + IS = [Nope N Ara| + |8™| + [S™],

(iif) [N < 2/Crer| = |S™] < 2|(Nopt M Ar2)™ | — |5¥],

(iv) [N3] < 20Chor| = [8™] < 2| (Nops N A)™ | = |8™7].

Daraus folgt |N1| 4 |N2| < 3| Nopt N Ajz| und wegen der Disjunktheit von A;5 und Aj
die Behauptung |N| = |Ni| + |Na| + |N3| < 3|Nopt|. Ersetzt man in den Abschét-
zungen App und Az durch A;, bzw. A, so sind sie auch fiir den modifizierten Algo-
rithmus giiltig. Wir zeigen, dass die Abschitzungen (iii) und (iv) fiir Hiillenmengen
verscharft werden koénnen.

Lemma 5.7 (vgl. Lemma 11 aus [BWWO04a]) Fulls die Eingabe des Algorith-
mus eine Hiillenmenge ist, so gilt N3 | < [Cyer| — |S¥| und | NJT| < |Cror| — |S™].

Zusammen mit den (modifizierten) Abschéitzungen (i) und (i), die fiir alle Eingaben
giiltig sind, folgt |N7| 4+ |Na| < 2|Nope N Aj2| und somit unsere gewiinschte Aussage
|N| < 2|Nopt|. Wir fassen zusammen:

Satz 5.8 Der (modifizierte) Algorithmus ApproxMMN besitzt auf Hiillenmengen
einen Approximationsfaktor von 2.

Bevor wir Lemma 5.7 beweisen, stellen wir noch vier weitere Lemmata auf, wobei
sich zwei von ihnen stark an den Lemmata 9 bzw. 10 aus [BWWO04a] orientieren. Als
Erstes erinnern wir jedoch an einige Bezeichnungen aus [BWW04a|, die wir aller-
dings iibersetzt haben. Die Zwischensegmente (connecting segments) sind diejenigen
Segmente aus Ny, die von der Art 34 sind (siehe Phase II und Anderung 3). Alle
Segmente in Ny, die keine Zwischensegmente sind, heilen Randsegmente (boundary
segments). Die Segmente aus Cye;UChor werden C-Segmente (cover segments) genannt.
Zusitzlich fithren wir noch eine weitere Bezeichnung ein (siche auch Anderung 3).

Definition 5.9 (Stufensegment) FEs sei A eine Zusammenhangskomponente aus
einer der Mengen 6(q,t). Wir nehmen 0.B.d.A. t = 1 an. Weiter sei AN P =
{p1,. - pm} mit pf < pf, (i = 1,...,m —1). Ein Segment s € Ny ist ein Stu-
fensegment, wenn es ein k € {2,...,m — 1} gibt, sodass s ein Teilsegment von
Seg [p}c_l,pk] oder Seg[pr, p]) ist.
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Die Stufensegmente sind also alle Segmente aus N, die auf dem ,,Stufenteil des
Randes von A liegen. Sie sind also insbesondere Randsegmente. Die Bedingung
Teilsegment kommt daher, dass nur die Teile des Rands von A in N, eingefiigt
werden, die nicht bereits in N; enthalten sind. Das néchste Lemma macht einige
Aussagen iiber Stufensegmente, die wir fiir die weiteren Beweise benotigen werden.

Lemma 5.10 FEs sei g eine horizontale Gerade mit g\ P = (). Dann gilt:

(i) Die Gerade g schneidet hichstens ein vertikales Stufensegment.

(ii) Falls g ein vertikales Stufensegment schneidet, so schneidet g kein Zwischen-
segment.

(iii) Falls g ein vertikales Stufensegment schneidet, so schneidet g kein vertikales
Segment aus S.

Beweis: Zum Verstédndnis der Argumente dient Abbildung 5.9. Es sei s ein vertikales
Stufensegment, das ¢ schneidet, und A die Zusammenhangskomponente aus (g, 1),
bei deren Bearbeitung s in Nj eingefiigt wurde. Weiter sei AN P = {p1,...,Dm}
mit pf < p? . Essei k € {2,...,m — 1} der Index, sodass s ein Teilsegment von
Seg[pr, p,) ist. Wir definieren o := (—o0,p}] x [p],1,p1), B = BBox(pk, pr+1) und
v = [Pf. Pfiq] X (=00, )1 ]. Nach der Definition von Zg,aq kann es auBer p, und py4q
keine Punkte in P geben, die in «, I(3) oder v liegen. Da P eine Hiillenmenge ist,
miissen ebenso die Inneren der Quadranten Q(pg,1) und Q(pgi1, 1) leer sein (die
drei anderen Quadranten scheiden wegen pg, ¢ und w4 aus). Es sei r € P der am
weitesten rechts liegende Punkt auf dem oberen Rand von 3 und ¢ € P der am
hochsten liegende Punkt auf dem rechten Rand von 3. Dabei ist r = pg, t = pri1
oder auch r =t moglich. Falls r # ¢ gilt, so ist {r,t} sowohl in Z,, als auch in Zy,
enthalten, da der horizontale und der vertikale Streifen zwischen r und ¢ beide leer
sind. Aus diesem Grund liegt auch kein Zwischensegment in BBox(r, t). Des Weiteren
ist die Bedingung fiir r und t aus Anderung 1 erfiillt. Wenn die Gerade g zwischen r
und ¢ verlauft, schneidet sie folglich kein Segment aus § und kein Zwischensegment.
Dabei beachte man, dass g maximal ein Rechteck aus Ry schneidet (in diesem
Fall BBox(r,t)) und dass sowohl die Segmente aus S als auch die Zwischensegmente
immer in einem Rechteck aus Ry, liegen. Falls g zwischen ¢ und pg,; verlauft, so
schneidet g nach Definition von Z,, iberhaupt kein Rechteck aus Ry, da t und py;
direkt iibereinander liegen und der horizontale Streifen zwischen ¢ und py; leer ist.
Dies beweist (ii) und (iii).

Um (i) zu beweisen, nehmen wir an, dass g ein zweites Stufensegment § schneidet,
welches bei der Bearbeitung einer Zusammenhangskomponente A € §(q,t) einge-
fiigt wurde. Dies fithren wir zum Widerspruch. Dazu seien p; € P und p;4+ € P
die Punkte auf dem Rand von A, sodass § auf einem der vertikalen Rénder von
BBox(p;, pj+1) liegt. Weiter sei 7 := R x [p{,;,p}]. Wenn es Punkte aus P gibt, die
im Inneren von 7 enthalten sind, so miissen diese auf dem rechten Rand von /3 liegen.
Da sie direkt iiber py. liegen und das Innere von Q(pgi1,1) leer ist, konnen diese
Punkte nicht auf dem Rand einer Zusammenhangskomponente liegen. Daraus folgt,
dass p; und p;4; nicht im Inneren von 7 liegen. Analog wie fiir 7 kann man auch
fiir den horizontalen Streifen zwischen p; und p;1; schlieBen, dass in seinem Inneren
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keine Punkte aus P enthalten sind, die auf dem Rand einer Zusammenhangskom-
ponente liegen. Insbesondere kénnen p; und px1 nicht in seinem Inneren enthalten
sein. Somit muss p; auf der Hohe von p; und p;+; auf der Hohe von pyyq liegen
(0.B.d.A. pj > piy,). Also folgt, dass p; auf dem oberen Rand von § liegen muss
und p;4; nicht links von py4 liegen darf. Aus der Orientierung von p; und p;4+, folgt
mit Lemma 5.6 (i), dass ¢ = 1 oder ¢ = 3 gelten muss. Die Moglichkeit ¢ = 1 scheidet
aus, da in diesem Fall p; = py, pja1 = pry1 und damit s = 5 folgern wiirde. Aber
auch ¢ = 3 ist nicht moglich, da das Innere von Q(pg, 1) und damit auch das Innere
von Q(pj, 1) leer sind. Dieser Widerspruch beweist (i). [ |
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Abbildung 5.9: Zum Beweis von Lemma 5.10.

Lemma 5.11 (vgl. Lemma 9 aus [BWWO04a]) FEs sei g eine horizontale Gera-
de mit gN P = () und gN BBox(P) # (). Wir betrachten die Sequenz S der vertikalen
Randsegmente und der vertikalen C-Segmente, die g schneiden (aufsteigend geordnet
nach z-Koordinaten). Dann gilt:

(i) FEs gibt hochstens ein Randsegment s in S mit der Figenschaft, dass sein direk-
ter Nachfolger s’ in S auch ein Randsegment ist. Existiert ein solches Element,
so ist entweder s oder s’ ein Stufensegment.

(ii) Das erste und das letzte Segment in S sind C-Segmente.

Beweis: Behauptung (i) wurde in Lemma 9 aus [BWWO04a] bewiesen. Weiter ist
aus [BWWO04a] bekannt, dass zwei Randsegmente, die in S direkt nebeneinander
liegen, zur gleichen Zusammenhangskomponente gehoren. In diesem Fall muss eines
der beiden Randsegmente ein Stufensegment sein. Behauptung (i) folgt also direkt
aus Lemma 5.10 (i) und Lemma 9 aus [BWWO04a]. |
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Lemma 5.12 FEs sei A eine Zusammenhangskomponente aus 6(q,1), bei deren
Bearbeitung das Zwischensegment s4 in Ny eingefiigt wurde. Daraus folgt un-
mittelbar v < wY. Weiter sei g eine horizontale Gerade, die das Innere von
R := BBox(va, wa) schneidet. Wir betrachten die Sequenz S der Zwischensegmen-
te und der vertikalen C-Segmente, die g in R schneiden (aufsteigend geordnet nach
x-Koordinaten). Dann gilt, dass der direkte Vorgdanger von 54 in S ezistiert und ein
C-Segment ust.

Beweis: Wir betrachten das Rechteck R4 := BBox(q,pa), welches in Ry, liegt. Da
¢V <% < wh < pY osowie vh < ¢" < phy < w® gilt, schneidet g beide vertikalen
Rénder von R4 in R. Folglich enthélt S ein C-Segment, welches links von 54 liegt.
Da es im Inneren von R4 und zwischen R4 und $4 nach [BWWO04a| keine Zwischen-
segmente geben kann, ist dieses C-Segment der direkte Vorgénger von 54 in S (siehe

auch Abbildung 5.10). |

Betrachtet man in der Situation von Lemma 5.12 Zusammenhangskomponenten
aus 0(q, 3) (und fordert v¥ > w"), so ldsst sich vollstéindig analog schlieBen, dass er
direkte Nachfolger von 54 in S existiert und ein C-Segment ist.

Lemma 5.13 (vgl. Lemma 10 aus [BWWO04a]) Es sei g eine horizontale Ge-
rade, die das Innere eines Rechtecks R € Ry Sschneidet. Wir betrachten die Se-
quenz S der Zwischensegmente und der vertikalen C-Segmente, die g in R schneiden
(aufsteigend geordnet nach x-Koordinaten). Dann gilt:

(i) Es gibt keine zwei Zwischensegmente in S, die direkt nebeneinander liegen.

(ii) Das erste oder das letzte Segment in S ist ein C-Segment.

Beweis: Es sei R = BBox(v, w) mit (v,w) € Chor, wobei 0.B.d.A. v* < w” gelte. Aus
der Konstruktionsvorschrift fiir die Zwischen- bzw. C-Segmente folgt, dass es keine
zwei Segmente in S geben kann, die sich iiberlappen (d. h. die gleiche z-Koordinate
haben). Da g das Innere von R schneidet, muss v¥ # w? gelten. Nach Lemma 5.5
— angewandt auf v und w — schneidet g ein vertikales C-Segment, welches in R
liegt. Folglich ist S nicht leer. Es sei S" = (84,,...,84,,) die — aufsteigend nach
x-Koordinaten geordnete — Sequenz der Zwischensegmente, die in S enthalten sind.
Dabei seien A;, ¢; und ¢; (i = 1,...,m) derart, dass A; die Zusammenhangskompo-
nente aus 6(g;, t;) ist, bei deren Bearbeitung 5,4, in N» eingefiigt wurde Es gilt also
{va,,wa,} = {v,w}. Wir nehmen auflerdem v¥ < w? an, der Fall v¥ > w? verlauft
analog. In Lemma 5.6 (i) — angewandt auf v und w — wurde gezeigt, dass t; = 1
oder t; = 3 gelten muss. Weiter folgt aus Lemma 5.6 (ii) dass A; fiir ¢; = 1 oberhalb
und fiir ¢, = 3 unterhalb von R liegt. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass m > 1 gilt (fir
m = 1 ist die Aussage trivial) und dass es ein A; mit ¢; = 1 gibt (ansonsten gibt es
ein A; mit ¢; = 3 und der Beweis verlauft analog), siehe auch Abbildung 5.10.

Es sei 54, ein Zwischensegment mit ¢; = 1. Nach Lemma 5.12 ist der direkte Vor-
génger von Sy, in S ein C-Segment. Folglich liegt in S zwischen zwei Zwischenseg-
menten 54, und 54,,, mit ¢; = ¢;1; = 1 immer ein C-Segment. Analoges lisst sich
fir t; = t;41 = 3 schlieflen. Zum Nachweis von (i) miissen wir also noch zeigen, das
in S auch zwischen zwei Zwischensegmenten 5,4, und 54,,, mit ¢; # t;;; immer ein
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C-Segment liegt. Dazu seien z, s,, s, und s definiert wie in Anderung 2. ({v, w}
ist in Zyo, enthalten, da R zu Ry, gehort). Fir ¢; = 1 muss §,4, links von s liegen
und fiir ¢; = 3 muss 54, rechts von s liegen, ansonsten wére 5,4, laut Anderung 3
nicht eingefiigt worden. Folglich liegen in S’ alle §4, mit ¢; = 1 links von den Seg-
menten 54, mit £; = 3. Aus diesem Grund gibt es hochstens ein s, mit t; # £;41.
Existiert dieses §4,, so gilt t; = 1 und ;41 = 3. Um (i) zu beweisen, miissen wir also
noch zeigen, dass es in S ein C-Segment zwischen s4, und s4,,, gibt. Dazu sei p; der
Punkt aus dem Schnitt von A; und P, der die gréfite z-Koordinate besitzt. Weiter
sei p, der Punkt aus dem Schnitt von A;,; und P, der die kleinste z-Koordinate
besitzt. Wegen der Definition von Zqu.a gilt pf < p? und wegen Lemma 5.6 (ii) gilt
p{ > pY. Nach Lemma 5.5 enthélt S ein vertikales C-Segment, welches in BBox(py, p;)
liegt. Dieses C-Segment liegt zwischen 54, und 54, . Damit ist (i) bewiesen.

Fiir den Beweis von (ii) erinnern wir daran, dass es nach Voraussetzung ein A; mit
t; = 1 gibt. Folglich gilt insbesondere ¢; = 1. Damit hat 54, in S nach Lemma 5.12
ein C-Segment als Vorgénger. Dies beweist (ii). Gibt es sowohl ein §4, mit ¢; = 1
als auch ein 54; mit ¢; = 3, so kann man (mit analogen Schlussfolgerungen) sogar

zeigen, dass das erste und das letzte Segment in S Segmente aus C,., sind. |
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Abbildung 5.10: Zum Beweis von Lemma 5.13.

Wie der interessierte Leser bemerkt hat, haben wir in dem Beweis keinen Gebrauch
davon gemacht, dass P eine Hiillenmenge ist. In der Tat gilt diese Verschirfung von
Lemma 10 aus [BWW04a] auch im allgemeinen Fall. Nun kénnen wir Lemma 5.7
beweisen.

Beweis von Lemma 5.7: Wir beweisen nur die Behauptung |Ny*"| < |Cyer| — SV
Der Beweis der zweiten Behauptung geht nach dem gleichen Prinzip. Er ist allerdings
deutlich einfacher, da es keine horizontalen Zwischensegmente oder horizontale Seg-
mente der Art Seg [G4, ¢a] gibt (siehe Anderung 8). Das Grundprinzip des Beweises
ist das gleiche wie in Lemma 11 aus [BWWO04a]. Es sei g eine horizontale Gerade
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mit g N P = () und g N BBox(P) # (. Wir betrachten die Sequenz S der vertikalen
Segmente aus Ny und Cyer, die g schneiden (geordnet nach den z-Koordinaten). Aus
den Konstruktionsvorschriften fiir die Segmente in Ny und C,, folgt, dass es keine
zwei Segmente in S geben kann, die sich iiberlappen (d. h. die gleiche z-Koordinate
haben). Die Anzahl der Segmente in S, die in NJ*" bzw. Cye, liegen, bezeichnen wir
mit §NJ bzw. §Cyer. Falls g kein vertikales Segment aus S schneidet, werden wir die
Abschitzung §NJ < #Cyer zeigen. Falls g ein vertikales Segment aus S schneiden
konnte, werden wir fNJ* < #Cyer — 1 zeigen. Daraus folgt (mit einem ,horizontal
sweep®) unsere gewiinschte Aussage |[NJ*| < [Cyer| — |S¥].

Falls S ein Stufensegment enthélt, so kann S nach Lemma 5.10 keine Zwischenseg-
mente enthalten. Folglich liegen nur Rand- und C-Segmente in S und Lemma 5.11
liefert uns die Abschéitzung §N3* < fCye (siehe auch Abbildung 5.11 (a)). Man
beachte, dass Lemma 5.10 und 5.11 nur fiir Hiillenmengen gelten. Aulerdem schnei-
det g — ebenfalls nach Lemma 5.10 — kein vertikales Segment aus §. Damit ist die
erste Abschétzung gezeigt. Im restlichen Beweis nehmen wir an, dass S keine Stu-
fensegmente enthalt. Wir zeigen Folgendes:

(1) Es gibt in S keine zwei Segmente aus N,, die direkt nebeneinander liegen.
(2) Das erste Segment in S ist ein C-Segment.

(3) Das letzte Segment in S ist ein C-Segment.

Dies liefert uns die Abschitzung N3 < #Cyer — 1 (siehe auch Abbildung 5.11 (b)).
Falls S keine Zwischensegmente enthilt, konnen wir wieder Lemma 5.11 anwenden.
Da S nach Voraussetzung keine Stufensegmente enthélt, liefert es uns genau (1), (2)
und (3). Falls S (mindestens) ein Zwischensegment 54 enthélt, sei R = BBox(v, w)
das Rechteck aus Ryor, in dem §4 liegt. Es gelte 0.B.d.A. v* < w*. Wir nehmen au-
Berdem v¥ < wY an, der Fall v¥ > w? verlduft analog. Siehe auch Abbildung 5.11 (c).

Wir definieren drei Teilsequenzen von .S, die insbesondere beziiglich den z-Koordi-
naten der Segmente geordnet sind. Sy, sei die Sequenz aller Segmente aus S, die R
schneiden und keine Randsegmente sind. Da nach Konstruktion keine Randsegmente
im Inneren von R liegen konnen, ist Sy, eine zusammenhéngende Teilsequenz von S.
AuBerdem ist Sy, nicht die leere Sequenz, denn sie enthélt 54. Fiir S, konnen wir
Lemma 5.13 anwenden. Insbesondere liefert uns Lemma 5.13 (i), dass keine zwei
Segmente aus Ny direkt nebeneinander liegen. Weiter sei S) (S;) die Sequenz aller
Segmente aus S, die in S links (rechts) von Sy, liegen. Aus der Definition von Z,,
und der Lage von ¢ folgt, dass g nur ein einziges Rechteck aus Ry, schneidet (in
unserem Fall R). Da Zwischensegmente nach Konstruktion immer in Rechtecken
aus Rpor liegen, sind alle Zwischensegmente aus S auch in Sy, enthalten. Folglich
enthalten S) und S, nur Randsegmente und C-Segmente. Falls S| (S;) nicht die leere
Sequenz ist, konnen wir analog zu dem Beweis von Lemma 9 aus [BWW04a] fiir S
(S;) zeigen, dass keine zwei Segmente aus N, direkt nebeneinander liegen, da S
keine Stufensegmente enthélt, und dass das erste (letzte) Segment in Cy, liegt. Dies
beweist (2) ((3)), falls Sy (S;) nicht leer ist. Das letzte (erste) Segmente von S) (S;)
muss allerdings nicht unbedingt ein C-Segment sein.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass in S), S, und S; keine zwei Segmente aus N
direkt nebeneinander liegen. Wegen Lemma 5.13 (ii) diirfe wir auBerdem o.B.d.A.
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annehmen, dass das erste Segment in Sy, ein C-Segment ist (dies beweist auch (2),
falls S) leer ist). Um (1) nachzuweisen miissen wir also noch zeigen, dass das letzte
Segment in Sy, oder das erste Segment in S, ein C-Segment ist. Dazu nehmen wir
an, dass das letzte Segment von S, ein Zwischensegment 54 ist und zeigen, dass
in diesem Fall das erste Segment in S, existiert und ein C-Segment ist (siche auch
Abbildung 5.12). Dies beweist auch (3), falls S, leer ist.

S) Sm Sr
: !
\
! \
\

R

(a) (b) ()

Abbildung 5.11: Worst-Case-Szenarien fiir S. Die langen Strecken entsprechen
C-Segmenten, die mittleren Strecken entsprechen Zwischensegmenten und die kurzen
Strecken entsprechen Randsegmenten.

Es sei A die Zusammenhangskomponente aus 0(q, t), bei deren Bearbeitung 54 in Ny
eingefiigt wurde. Aus Lemma 5.12 —in seiner analogen Form fiir ¢t = 3 —folgt, dass t =
1 gelten muss (ansonsten wére das letzte Segment von Sy, kein Zwischensegment).
Essei ANP ={p1,...,pn} mit p? <p?, (i=1,...,m—1). Weiter seien z, s, s,
und s definiert wie in Anderung 2. Da 54 in N, eingefiigt wurde, muss 54 links
von s liegen. Es gilt also p? < z (siche Anderung 3) und somit auch p% < x. Dies
bedeutet, dass Anderung 2 nicht auf R angewandt wurde, ansonsten miisste nimlich
p% = x gelten. Folglich muss mindestens eine der Bedingungen (i), (i7) oder (i)
aus Anderung 2 verletzt sein. Da x > p% — und damit (i7) — gilt, darf hochstens
eine der beiden Bedingungen (7) und (i) erfiillt sein. Im Falle w.xnbor [3] := r # ¢
(d. h. (4) ist nicht erfiillt) muss r® > p? gelten, ansonsten wire (py,, ¢) nicht in Zgaq.
Auflerdem gilt v¥ > r¥, da r nicht in R liegen kann. Damit gibt es nach Lemma 5.5
— angewandt auf w und r — ein vertikales C-Segment, das rechts von 54 und in R
liegt. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass 54 das letzte Segment in Sy,
ist. Also bleibt nur noch die Moglichkeit, dass (i) nicht erfiillt ist. Dies bedeutet,
dass das Innere von Q(w,4) nicht leer ist. Folglich gibt es einen Punkt 7 € P mit
7 > w” und 7 < v¥ (im Falle v¥ < 7Y < wY wére (v, w) nicht in Gy, enthalten).
Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass 7 der Punkt mit der groBiten y-Koordinate unter allen
Punkten aus I(Q(w,4)) N P mit minimaler x-Koordinate ist. Es sei s’ der obere
Rand von BBox(w, 7). Weiter sei ¢t € P der am weitesten rechts liegende Punkt
auf s, wobei w = t méglich ist. Da P eine Hiillenmenge ist, muss I[(Q(w, 1)) NP =0
gelten (die drei anderen Quadranten scheiden wegen pg, ¢ und 7 aus). Folglich ist
{t, 7} in Ze enthalten und S, enthélt ein C-Segment §, welches auf einem der beiden
vertikalen Rénder von BBox(t,7) liegt. Wir zeigen nun, dass § das erste Segment
in S, ist. Dabei diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass w # t gilt, ansonsten folgt die
Behauptung trivialerweise aus der Disjunktheit von A und As.
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Wir nehmen an, dass es ein vertikales Randsegment s gibt, welches in S, links von §
liegt, und fithren dies zum Widerspruch. Es sei A die Zusammenhangskomponente
aus 4(q, f), bei deren Bearbeitung s in Ny eingefiigt wurde. Wie bei allen vertikalen
Randsegmenten muss es einen Punkt p € P geben, der die gleiche z-Koordinate wie §
hat und der auf dem Rand von A liegt. Da 7 (unter allen Punkten aus I(Q(w, 4)) N P)
ein Punkt mit minimaler z-Koordinate ist, und da I(Q(w, 1))N P =  gilt, kann p nur
auf s’ liegen. Wegen der Lage von p und § muss ¢ = 1 oder ¢ = 2 gelten. Wir zeigen
jetzt Folgendes: Fiir jeden Punkt u € PN s’ gibt es einen Punkt u; € Q(u,3)N P und
ur € Q(u,4) N P, sodass {u,w;} und {u,u,} in Zyo U Zye liegen. Daraus folgt aus
der Definition von Zg a4, dass keiner der Punkte aus P N s’ als Randpunkt von Ain
Frage kommt. Dies ergibt unseren Widerspruch. Somit ist § das erste Segment in 5.

Fir u € (PN s')\{w,t} sei u; der horizontale Vorgidnger und u, der horizontale
Nachfolger von u. Beide Punkte sind eindeutig und liegen in s’. Folglich gilt {u, u;} €
Zhor und {u, u,.} € Zyop. Fiir u = w sei w, der horizontale Nachfolger von u. Dieser
liegt in s’. Somit gilt {u, u,} € Zpor. Weiter setze man u; := v (es gilt {v, w} € Zyor).
Fiir u = t sei u; der horizontale Vorgéinger von u. Dieser liegt in s’. Folglich gilt
{u,u} € Zpor- Weiter setze man w, := 7 (es gilt {¢,7} € Zye). Offensichtlich liegt
in allen drei Fillen u; in Q(u,3) und u, in Q(u,4). Dies beweist die letzte offene

Behauptung und damit das Lemma. |
pa
p1
A Pm
Wy — W t
- s 5
Rl st
Vg =V (z,vY) S

X

Abbildung 5.12: Zum Beweis von Lemma 5.7.



6. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Studienarbeit einen Algorithmus entwickelt, der im Inneren
eines Stufenpolygons eine minimale Zerlegung approximiert. Die von uns definier-
te (minimale) Zerlegung eines Stufenpolygons ist ein Teilproblem, welches bei der
Approximation minimaler Manhattan-Netzwerke in dem Algorithmus ApproxzMMN
aus [BWW04a] auftritt. Da unser Algorithmus einen Approximationsfaktor von 2
besitzt und seine Laufzeit in O(nlogn) liegt, erfiillt er die Bedingungen, die notwen-
dig sind, um dieses Teilproblem geeignet zu losen. Der Algorithmus ApproxMMN
hat einen Approximationsfaktor von 3 und seine Laufzeit liegt in O(nlogn).

Weiter haben wir gezeigt, dass der Algorithmus ApproxMMN auf Hiillenmengen
sogar einen Approximationsfaktor von 2 besitzt. Hiillenmengen sind Mengen, de-
ren Punkte sdmtlich auf dem Rand der Pareto-Hiille liegen. In diesem Fall ist der
Algorithmus ApproxMMN — zumindest asymptotisch — deutlich schneller als der
Algorithmus aus [CNV04], da dieser ein lineares Programm losen muss. Allerdings
besitzt der Algorithmus aus [CNV04] fiir beliebige Eingaben einen Approximations-
faktor von 2.

Eine interessante Frage, die — wie bereits erwdhnt — bis jetzt noch vollig offen ist,
ist die Komplexitdt der Suche nach minimalen Manhattan-Netzwerken. Ist das Pro-
blem NP-schwer, liegt es in P oder in einer Klasse zwischen P und NP (falls diese
iberhaupt existieren)? Auch wire es von Interesse, ein PTAS zu finden oder aber
nachzuweisen, dass es ein solches nicht geben kann.

Manhattan-Netzwerke lassen sich folgendermafien verallgemeinern: Anstatt fiir alle
Punktepaare zu verlangen, dass zwischen ihnen ein Manhattan-Weg existiert, fordert
man dies nur noch fiir bestimmte Punktepaare. Dazu erweitert man die Menge P von
Punkten um eine Menge Mp von Punktepaaren aus P. Ein verallgemeinertes Man-
hattan-Netzwerk muss dann alle Punktepaare aus Mp durch Manhattan-Wege ver-
binden. Ist Mp eine generierende Menge, so stimmen das Manhattan-Netzwerk und
das verallgemeinerte Manhattan-Netzwerk iiberein. Das Manhattan-Netzwerk-Pro-
blem ist also ein Spezialfall des verallgemeinerten Manhattan-Netzwerk-Problems.
Ein anderer Spezialfall wire zu fordern, dass alle Punkte aus P mit einem Punkt
aus P per Manhattan-Weg verbunden sind.
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Auf das (minimale) verallgemeinerte Manhattan-Netzwerk ldsst sich keiner der bishe-
rigen Approximationsalgorithmen fiir Manhattan-Netzwerke kanonisch iibertragen.
Alle Algorithmen arbeiten nédmlich mit einer bestimmten generierenden Menge, die
im allgemeinen Fall aber nicht mehr zur Verfiigung steht.



Literaturverzeichnis

[BWWO04a

[BWWO04b)

[CNVO04]

[GLNO]

[KIA02]

[LAPO3]

[LO96]

[LPRS82]

BENKERT, MARC, FLORIAN WIDMANN und ALEXANDER WOLFF: The
Minimum Manhattan Network Problem: A Fast Factor-3 Approrima-
tion. Technischer Bericht 2004-16, Fakultédt fiir Informatik, Universi-
tat Karlsruhe, 2004. http://www.ubka.uni-karlsruhe.de/cgi-bin/
psview?document=/ira/2004/16 (Februar 2005).

BENKERT, MARC, FLORIAN WIDMANN und ALEXANDER WOLFF: The
Minimum Manhattan Network Problem: A Fast Factor-3 Approzimati-
on. In: Proc. 8th Japanese Conf. on Discrete and Computational Geo-
metry (JCDCG’04), Seiten 85-86, Tokyo, 8.~11. Oktober 2004.

CHEPOI, VICTOR, KARIM NOUIOUA und YANN VAXES: A rounding
algorithm for approximating minimum Manhattan networks.  2004.
http://www.lif-sud.univ-mrs.fr/~chepoi/11_network5.ps (Janu-
ar 2005).

GUDMUNDSSON, JOACHIM, CHRISTOS LEVCOPOULOS und GIRI
NARASIMHAN: Approzimating a Minimum Manhattan Network. Nor-
dic Journal of Computing, 8:219-232, 2001.

KaAT0, Ryo, KEIKO IMAT und TAKAO ASANO: An Improved Algorithm
for the Minimum Manhattan Network Problem. In: Proc. 15th Annual
International Symposium on Algorithms and Computation (ISAAC’02),
Band 2518 der Reihe Lecture Notes in Computer Science, Seiten 344—
356. Springer-Verlag, 20.-23. November 2002.

LAM, FUMEIL, MARINA ALEXANDERSSON und LIOR PACHTER: Picking
Alignments from (Steiner) Trees. Journal of Computational Biology,
10:509-520, 2003.

LEVCOPOULOS, CHRISTOS und ANNA OSTLIN: Linear- Time Heuristics
for Minimum Weight Rectangulation (Eztended Abstract). In: SWAT
’96, 5th Scandinavian Workshop on Algorithm Theory, Band 1097 der
Reihe Lecture Notes in Computer Science, Seiten 271-283. Springer,
3.-5. Juli 1996.

LINGAS, ANDRZEJ, RON PINTER, RONALD RIVEST und ADI SHAMIR:
Minimum FEdge Length Partitioning of Rectilinear Polygons. In: Pro-
ceedings of the 20th Annual Allerton Conference on Communication,
Control and Computing, Seiten 53-63, 1982.



50 Literaturverzeichnis

[Man89] MANBER, UDI: Introduction to Algorithms. Addison-Wesley, Reading,
Massachusetts, 1989.



Index

51

Index

Breiten, 6
effiziente Punkte, 30

Hohen, 6
horizontale Strecken, 6
Hiillenmenge, 31

induzierte Gitterpunkte, 8
induziertes Gitter, 9

Lénge
einer Manhattan-Strecke, 6
einer Menge von
Manhattan-Strecken, 6

Manhattan-Netzwerk, 8
minimales MN, 8
Manhattan-Polygon, 16

Manhattan-Strecke, 6
Beriihrung, 6

innere Punkte, 6
Kreuzung, 6
Lénge, 6
Teilstrecke, 6
Uberlappung, 6

Manhattan-Weg, 7

orthokonvex, 30
Pareto-Hiille, 30

Stufenpolygon, 16
Inneres, 16

Stufenpolygonsequenz, 15
Eckpunkt, 16

Stufensegment, 39

vertikale Strecken, 6
x-Werte, 5
y-Werte, 5

Zerlegung, 17
minimale Zerlegung, 17



