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Maschine 1

2

3

é >
0 Makespan Lelt



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP:



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ

— keine Maschine arbeitet langer als ¢:



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ

— keine Maschine arbeitet langer als ¢:
Zjejpijx’ij <t fur alle s € M



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ

— keine Maschine arbeitet langer als ¢:
Zjejpijx’ij <t fur alle s € M

— Auftrage werden nicht geteilt:



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)
Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

IP: min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ
— keine Maschine arbeitet langer als ¢:

Zjejpijx’ij <t fur alles € M

— Auftrage werden nicht geteilt:
zi; €{0,1}



|P-Formulierung

Gegeben Menge J von Auftragen (jobs)

Menge M Maschinen
Auftragszeiten p;; € N fur alles € M und j € J,

finde einen kiirzestmoglichen Ablaufplan (min. Makespan).

’I'LPP:/ min ¢  unter den Nebenbedingungen...

— jeder Auftrag wird erledigt:
Siey iy =1 fiirallejeJ

— keine Maschine arbeitet langer als ¢:
Zjejpijx’ij <t fur alle s € M

— Auftrage werden nicht geteilt:

eI Ti; >0
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Integrality Gap

IP: mint
ZieMxij >1 furallejedJ

D icyDijTi; <t firalleie M
zij € 10,1}

Problematisches Beispiel:

= Integrality gap = m




Intuition

LP kann auch groBe Jobs gleichmalig verteilen.



Intuition

LP kann auch groBe Jobs gleichmalig verteilen.

= Losung hat viel kleineren Makespan



Intuition
LP kann auch groBe Jobs gleichmalig verteilen.
= Losung hat viel kleineren Makespan

IP setzt automatisch x;; = 0, falls p;; > t.



Intuition

LP kann auch groBe Jobs gleichmalig verteilen.

= Losung hat viel kleineren Makespan

IP setzt automatisch x;; = 0, falls p;; > t.

Brauchten fur das LP also zusatzliche Beschrankungen der Art:

furallec € M,5 € J: falls p;; > ¢, dann z;; = 0,



Intuition

LP kann auch groBe Jobs gleichmalig verteilen.

= Losung hat viel kleineren Makespan

IP setzt automatisch x;; = 0, falls p;; > t.

Brauchten fur das LP also zusatzliche Beschrankungen der Art:
furallec € M,5 € J: falls p;; > ¢, dann z;; = 0,

aber das sind natiirlich keine linearen Beschrankungen. :(
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Losung: parametric pruning!

Wir fuhren einen Parameter 1T’ ein. |
to prunée!

T" ist unsere Schatzung fur den wahren Makespan. %

Mithilfe von T" konnen wir alle (7, ) mit p;; > T wegschneiden.

Sei ST:{(Z,j) c M x J\pij ST}
keine Zielfunktion!

LP(T): - R
Z ri; =1 furalleyjeJ )
Heg)esT Familie
Z pijxy; <T furallese M > \Iﬁ)ns
j:(i,5)EST
Tij 2> 0 fiir alle (i,5) € S |
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Plan

Binare Suche in geeignetem Intervall ergibt kleinsten
Parameter T, so dass LP(T™) # ().

Dann gilt: T* < OPT (Warum?)

Wir betrachten einen Extrempunkt x von LP(7T™),
also eine Ecke des Losungspolytops.

Ziel:  x so runden (ganzzahlig machen),
dass der Makespan dabei hochstens verdoppelt wird.

= 2-Approximation
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Lemmas

Lemma 0. Jeder Extrempunkt von LP(T") hat hochstens
n + m Nicht-Null-Variable.

Ein Pseudobaum ist ein Baum oder ein Baum + 1 Kante.
Ein Pseudowald ist ein Graph, dessen Komp. Pseudobaume sind.

Sei T' € N und x ein Extrempunkt von LP(T).
Sei G, = (JUM, E,;) mit (¢,7) € E, gdw. z;; > 0.

Lemma 1. ., ist ein Pseudowald.

Sei H, < (G, induziert durch fraktionell gesetzte Auftrage.

Lemma 2. H, hat ein perfektes Auftragsmatching.
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Algorithmus

e « := Makespan von Greedy-Ablaufplan

e Binare Suche in [a/m, «:
Finde kleinstes T € N, so dass LP(7™) # 0.

e Finde Extrempunkt x von LP(7T™).

e Ein Aufrag j € J is ganzzahlig gesetzt, wenn es eine
Maschine i = i(j) mit x;; = 1 gibt.
Fiir jeden solchen Auftrag j: weise j der Maschine i(j) zu.

e Konstruiere H, und perfektes Auftragsmatching M in H.

o Weise fraktionell gesetzte Auftrage gemalBB M an
Maschinen zu.
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Analyse

Satz. Der Algorithmus ist eine 2-Approximation.

Bewels.
e Ein Extrempunkt x von LP(7T™*) hat Makespan < T™.
(2. Beschrankung des LPs!)

e Einschrankung von x auf ganzzahlig gesetzte Auftrage hat
dann naturlich auch Makespan < 7.

e Fir jede Kante (7,7) von H, gilt p;; <T™. (Def. Sp+1)

e Das Matching M weist jeder Maschine < 1 Auftrag zu.

= Makespan(Losung) < 27*
(7™

20PT
OPT, da LP(OPT) £ 0.)
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