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Problem 1

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.
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Problem 1

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

v1 v2 v3 v4

v5

v6

1 2 2

1

1

3

2
G:

Grundsätzliches Vorgehen:

G = (V , E) Transformation 1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Relaxierung

Ganzzahlige 1-dim.
Lösung

Runden der Lösung Lösen von QPkReellwertige Lösung
von QPkrandomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt
Näherungslösung für MaxCut auf G

quadratisches
Programm QPk

auf k Dimensionen
für k ≤ n
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Problem 1

Aufgabe (b) (k = 2)

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

v1 v2 v3 v4

v5

v6

1 2 2

1

1

3

2
G:

Grundsätzliches Vorgehen:

auf Übungsblatt
vorgegeben

Aufgabe (a)

Aufgabe (c) und (d)

wird übersprungen

G = (V , E) Transformation 1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Relaxierung

Ganzzahlige 1-dim.
Lösung

Runden der Lösung Lösen von QPkReellwertige Lösung
von QPkrandomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt
Näherungslösung für MaxCut auf G

quadratisches
Programm QPk

auf k Dimensionen
für k ≤ n
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Problem 1 (a)

Aufgabe (a)
Transformation

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

G = (V , E)Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6
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Problem 1 (a)

Aufgabe (a)
Transformation

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

G = (V , E)Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6
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Problem 1 (a)

Aufgabe (a)
Transformation

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

G = (V , E)Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)
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Problem 1 (a)

Aufgabe (a)
Transformation

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

G = (V , E)Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

Beispielschnitt

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b)
1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

Relaxierung auf k Dimensionen
Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QPk

Was ändert sich?

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b)
1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

Relaxierung auf k Dimensionen
Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QPk

ein 2-Dim Vektor als

Was ändert sich?

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b)
1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

Relaxierung auf k Dimensionen
Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QPk

ein 2-Dim Vektor als

Was ändert sich?

jeder Vektor xi hat Länge 1

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b)
1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G:

Variablen:
x1, x2, x3, x4, x5, x6

Nebenbedingungen:
xi · xi = 1

eine Variable für jeden Knoten

Variablen sind entweder 1 oder −1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

Relaxierung auf k Dimensionen
Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QPk

ein 2-Dim Vektor als

Was ändert sich?

jeder Vektor xi hat Länge 1

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
maximiert Winkel zwischen verbundenen Knoten

(gewichtet mit Kantengewicht)
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Problem 1

auf Übungsblatt
vorgegeben

Lösen von QPk

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6Maximiere:
1
2
·
(

1 · (1− x1 · x2)+

2 · (1− x2 · x3)+

2 · (1− x3 · x4)+

1 · (1− x3 · x5)+

1 · (1− x3 · x6)+

3 · (1− x4 · x5)+

2 · (1− x4 · x6)
)

quadratisches
Programm QPk

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
maximiert Winkel zwischen verbundenen Knoten

(gewichtet mit Kantengewicht)

Reellwertige Lösung
von QPk

0◦

45◦
90◦

135◦

180◦

225◦

270◦
315◦

x2x1

x4

x6

x5

x3
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich

({v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}) 45◦9
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich

({v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}) 45◦9

({v1, v3, v4}, {v2, v5, v6}) 90◦10
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich

({v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}) 45◦9

({v1, v3, v4}, {v2, v5, v6}) 90◦10

Wahrsch.
1
4
1
4
1
2
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Problem 1 (c)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (c)
Zähle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

Wie groß ist der Erwartungswert beim zufälligen
Runden?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich

({v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}) 45◦9

({v1, v3, v4}, {v2, v5, v6}) 90◦10

⇒ Erwartungswert: 10
4 + 9

4 + 10
2 = 39

4 = 9.75

Wahrsch.
1
4
1
4
1
2



Algorithmen II – Wintersemester 2013/2014
Institut für Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner

Problem 1 (d)

übersprungen
Ganzzahlige
1-dim. Lösung

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

1 2 2

1

1

3

2
G: v1 v2 v3 v4

v5

v6

Reellwertige Lösung
von QPk

Runden der Lösung
randomisierter Algo.

Rücktransformation in Schnitt

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?

Näherungslösung für MaxCut auf G

({v1, v3, v5, v6}, {v2, v4}) 45◦10

Schnitt Gewicht Bereich

({v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}) 45◦9

({v1, v3, v4}, {v2, v5, v6}) 90◦10

⇒ Erwartungswert: 10
4 + 9

4 + 10
2 = 39

4 = 9.75

Wahrsch.
1
4
1
4
1
2
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Problem 1(d)

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?
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Problem 1(d)

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:
Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vektors v .

xi ist auf der positiven Seite, wenn v · xi ≥ 0

v

positive Seite
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Problem 1(d)

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:
Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vektors v .

xi ist auf der positiven Seite, wenn v · xi ≥ 0

v

positive Seite

Problem:
Eigentlich hat man keine Lösung von QP2 sondern von QPn ⇒ xi hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte können wir erhalten?
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Problem 1(d)

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:
Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vektors v .

xi ist auf der positiven Seite, wenn v · xi ≥ 0

v

positive Seite

Problem:
Eigentlich hat man keine Lösung von QP2 sondern von QPn ⇒ xi hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte können wir erhalten?

Ungünstiger Fall:
{x1, . . . , xn} bilden Standardbasis im Rn

⇒ v · xi ≥ 0 genau dann, wenn vi ≥ 0 (vi ist i-ter Eintrag von v )

x1, . . . , xn =


1
0
...
0

 , . . . ,


0
...
0
1
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Problem 1(d)

x2x1

x4

x6

x5

x3

Problem 1 (d)
Warum wählt man eine zufällige Gerade?

Kann man nicht einfach die Gerade wählen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:
Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vektors v .

xi ist auf der positiven Seite, wenn v · xi ≥ 0

v

positive Seite

Problem:
Eigentlich hat man keine Lösung von QP2 sondern von QPn ⇒ xi hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte können wir erhalten?

Ungünstiger Fall:
{x1, . . . , xn} bilden Standardbasis im Rn

⇒ v · xi ≥ 0 genau dann, wenn vi ≥ 0 (vi ist i-ter Eintrag von v )

x1, . . . , xn =


1
0
...
0

 , . . . ,


0
...
0
1


⇒ Alle 2n möglichen Schnitte können gefunden werden.
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Gleichverteiltes JA/NEIN
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Problem 2

Gegeben: Zufallsgenerator A1:
Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p.

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Gesucht: Zufallsgenerator A2:

Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .



Algorithmen II – Wintersemester 2013/2014
Institut für Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner

Problem 2

Gegeben: Zufallsgenerator A1:
Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p.

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Gesucht: Zufallsgenerator A2:

Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

p

1− p

p

p

1− p

1− p

0

0

0

1

1

1

Entscheidungsbaum:
zweimaliges Anwenden von A1
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Problem 2

Gegeben: Zufallsgenerator A1:
Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p.

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Gesucht: Zufallsgenerator A2:

Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

p

1− p

p

p

1− p

1− p

p · (1− p)

0

0

0

1

1

1

Entscheidungsbaum:
zweimaliges Anwenden von A1
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Problem 2

Gegeben: Zufallsgenerator A1:
Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p.

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1− p.
Gesucht: Zufallsgenerator A2:

Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1
2 .

p

1− p

p

p

1− p

1− p

p · (1− p)

0

0

0

1

1

1

Entscheidungsbaum:
zweimaliges Anwenden von A1

x ← 0

y ← 0

while x =y do
x ← A1()

y ← A1()
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Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-
keit

q = Pr [x 6= y ] = 2 · p · (1− p)

Was ist die erwartete Laufzeit?

p

1− p

p

p

1− p

1− p

p · (1− p)

0

0

0

1

1

1

Entscheidungsbaum:
zweimaliges Anwenden von A1

Wahrscheinlichkeit für n Durchläufe:
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Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit q

Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

Erwartungswert:
E(X ) =

∞∑
n=1

(1− q)n−1 · q · n =
1
q zu zeigen
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Das erste Experiment ist nicht erfolgreich.⇒ X ist erwartet 1 + E(X )
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Problem 3 (a)

Matrixmultiplikation ist assoziativ

(a) Zeige, dass die Rückgabe JA ist, wenn AB = C gilt.

Algorithmus überprüft ob A(Br ) = Cr gilt.

Wenn AB = C gilt, dann insbesondere auch A(Br ) = (AB)r = Cr .

Eingabe: Matrix A, B und C

r ← 〈 Vektor von n unabhängigen Zufallsbits 〉
x ← Br

y ← Ax

z ← Cr

wenn y 6= z dann
return NEIN

sonst
return JA

Ziel: Teste für Matritzen A, B
und C ob AB = C gilt.
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Problem 3 (b)

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der
Algorithmus JA liefert, obwohl AB 6= C gilt, klei-
ner gleich 1

2 ist.
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d

r



Algorithmen II – Wintersemester 2013/2014
Institut für Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner

Problem 3 (b)

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der
Algorithmus JA liefert, obwohl AB 6= C gilt, klei-
ner gleich 1

2 ist.

Eingabe: Matrix A, B und C

r ← 〈 Vektor von n unabhängigen Zufallsbits 〉
x ← Br

y ← Ax

z ← Cr

wenn y 6= z dann
return NEIN

sonst
return JA

Annahme: AB 6= C, also D := AB − C 6= 0
Aber: ABr = Cr , also Dr = 0

Sei d eine Zeile von D mit d 6= 0.

Sei di in d ein Eintrag mit di 6= 0

(
. . . di . . .

)
·


...
ri
...

 = 0
d

r

Ändert man ri von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,
dann ändert sich d · r um |di |.
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Ändert man ri von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,
dann ändert sich d · r um |di |.
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Problem 3 (c)

(c) Wie kann diese Wahrscheinlichkeit einer fälschlichen Ausgabe JA einfach re-
duziert werden?
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Problem 3 (c)

(c) Wie kann diese Wahrscheinlichkeit einer fälschlichen Ausgabe JA einfach re-
duziert werden?

Durch k -fache Wiederholung des Algorithmus kann die Fehlerwahr-
scheinlichkeit wie üblich auf 2−k gedrückt werden.
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